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��� ν �� � ����	
� �� � 
���� ��� Z� ������
�� ���� ��� �����
 (ν(z))z∈Z �
�� R
Z �

�	�� ���� ��� �	���
� �� ν� supp(ν) = {z ∈ Z : ν(z) > 0}� ��	��� Z� ��� ����
���
���� ����
����� D(P ||ν) �� �����
������ 
������� ���
���� �	�������������
 ����
����� �� �
�
��������� ����	
� ��� P �
�� ν �� ��
��� �� ��� �	� �� P (z) ln [P (z)/ν(z)] ���
 z ��
��� �	���
� �� P �

!�
 � �����
 u �
�� R
Z ��� Qν,u �� ��� �� �
���
������ �� (ν(z) eu(z))z∈Z � "����

� �	������ H �� R
Z � ��� �#��������� ������ Eν,H ����� �� ν ��� H �� ��� ��� �� ���

Qν,u ���� u ∈ H � $� �� ���	��� ���� ��� ����� H ������ �������� ��� �������� �����

11 = (1)z∈Z % ���� ���	������ ���� ��� 
���
��� ����
����� �� ��� ��
������ �� Eν,H ���
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���� �� ���
�#��������� ������ �� �����#� ����� �#��������� �������� �
� ���
����
�(�� �� /������ 1
�� ���� �� ��#�	
�� �� ����	��
 ��3�� $� ��� ����
�� ����� �� ����
������ E∗ �� E �#����
�	�� ���� ��� ����� ��#���(�
 �� D( · ||E) �� �� (�
� ����
������ �������� �
�� E∗� ��� )��
����
�� 2�-+ ��
 �� ����
������ �� ��� ��������� �	��
���� �� ��� ��������� �� E � ����
�� ���
���� �� 0
��������� 2 �� /������ 2 �� �� ����
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��������� �� E �
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!�
 � ��
������ � �� Z ��� � ����� A �� �� ��� RA �� � �� �� Z ���� ��� �	���
� ��	��
�� A� ��� ��� F{RA : A∈�} �� ��� ��3�

∑
A∈� tA RA ���� tA > 0 �	����� �� ��� ���������

���� ��� �#��������� ������ ����� �� ��� ����	
�
∑

A∈� RA ��� ��� ����� ������� ��
��� �����
� 11A� A ∈ �� ���
� 11A(z) ��	��� 1 �� z ∈ A ��� 0 ����
����� ���� �#���������
������ �� �����	��� �����#�

����������� �	 ���	� 
����� ����������� ������ Eν,H ��
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����	� ����� �� Z 
���
���
 ���� F{RA : A∈�} ��	 � ��	������ � �� Z ��� ���
 RA�

4 �
��� �� 0
��������� � �� ����� �� ��� ��������� ������


���
 �	 ��� 
�����
� 
����� ����������� ������ 
��������� ��� ���
 P ��� Q ���� ���


����	�
 ����� �� Z 
���
���
 ���� F{RA : A∈�P,Q} ���	� �P,Q �
 ��� ��	������ �� Z ������

x, y ∈ Z �� ��� 
��� ���
� �� ��� ���� �� P (x)Q(y) = P (y)Q(x) ��� RA �����
 ���


����������� P (·|A) �� P �� A�

�	���� ��� �P,Q ���� n ������ ��� �� ������� zA �� A �� 
#�� ��
 ���� A ∈ �P,Q� ���

�	���
� P (zA)kQ(zA)−k� A ∈ �P,Q� 0 � k < n� �
� �������� �� � 5����
����� ���
�#
����� ��� ���(�
� ����
������ ����	�� P (zA)/Q(zA)� A ∈ �P,Q� �
� ���
���� ��6�
����

���
���
�� ��
 0 � k < n ��� �����
� (P (zA)kQ(zA)−k)A∈�P,Q
�
� �����
�� ������������ ���

�� �
� ��� �����
� (P (z)kQ(z)−k)z∈Z � ���� ��� ��3� �
���
������ �� (P (z)k+1Q(z)−k)z∈Z

�
� ������������ ����� ��3� ������ �� ��� �#��������� ������ ���������� P ��� Q ����
�� �	
�� ����
 �����# �	�� �� ��������� �� ��� �����# �#��������� ������ ���������� P
��� Q� $� ��
���	��
� �� �� ��������� �� F = F{RA : A∈�P,Q} ����	�� P ��� Q� ��	��
��

∑
A∈� Q(A) RA� ������ �� F �� �����
	������ /���� ��� �����# �	�� ��� ��� ����

��������� �� F ��� �����# �#��������� ������ ���������� P ��� Q ����	��� F �

�	��� �� �	���
����� �� ��� � �� � ��
������ �� Z ���� ��� ��#���� �	���
 �� ������ �	��
���� E = Eν,H �������� F = F{RA : A∈�} ��
 ���� ��3� RA� !�
 ��� �� P ���� ��� �	���
�
��	�� �� Z ��� x ∈ A� y ∈ B ��������� �� ��6�
��� ������ A, B �� �� ������ �� HP,x,y ���
����
����� �� �����
� (tC)C∈� ����������

tA · P (x)RA(y) − tB · P (y)RB(x) = 0 .

/���� �� �	�� HP,x,y �������� ��� ����
����� ����� ��
∑

A∈� tA = 1 � �� Q =
∑

A∈� tA RA

�� F �#���� �	�� ���� ��� ��	������ P (x)Q(y) = P (y)Q(x) ���� x, y �� ��6�
��� ������ ��
� �
� ���	������	��� ��������� ���� ������� ���� ���� ����� �� � �� 	���� �� ������ �� �P,Q�
$�� ������������� P ∈ E ���� F{P (·|A) : A∈�P,Q} �� ��������� �� E �� ����	�� �� ����� �� 7�
��#������� �� ��� �	���
 �� ������� �P,Q = �� 8����� P =

∑
A∈� P (A) P (·|A) �������

�� F � ��� ��	� E = F �



�

9��� Q =
∑

A∈� tA RA ������� �� F = F{RA : A∈�} ����

D(P ||Q) =
∑

A∈�P

P (A) D(P (·|A)||RA) + P (A) ln
P (A)
tA

���
� �P �� ��� ��� �� ������ �
�� � ���� P (A) > 0 ��� ���
���
�

D(P ||F) =
∑

A∈�P

P (A) D(P (·|A)||RA) = D(P ||∑A∈�P
P (A) RA) .�� 

7� �����#��� �� ��� ����
������ ����
����� �� ���� ���
�������� ��� �	������ D( · ||F) ��
�����#� 8����� ��� ��� �� ��� ����� ��#���(�
� �� 	���� �� ���������� ���� ��� �� ����
����
�#�������� �� ��������

����������� �	 ��	 � 
����� ����������� ������ F = F{RA : A∈�} � �� P �
 � ��
�� ����!

��"�	 �� D(·||F) �� ��� ���� �� supp(P ) �����
 {zA : A ∈ �P} ���	� ��
� zA �
 �� �������

�� A 
�
� ���� ��	 
��� p > 0

RA(zA) = p ���� A ∈ �P , ��� RA(z) � p ���� z ∈ A ��� A ∈ � \ �P .

�	���� :���� �� ��� �����#��� �� ��� ����
������ ����
������ ��� ����� ��#���(�
 P ���
���� P (z) �������� ��
 � 	���	� �������� ������� �� zA� �� A �� �P � ����

D(P ||F) = −
∑

A∈�P

P (zA) ln RA(zA)

������� ���� RA(zA) = p ��
 ���� p > 0 ��� ��� A ∈ �P � !�
 z ∈ A ��� A /∈ �P

D(P ||F) � D((1 − ε) P + ε 11{z}||F)


��
���� ��

− ln p � −
∑

A∈�P

(1 − ε) P (zA) ln p − ε lnRA(z)

��� ��� ����	����� RA(z) � p ������� ���� ε �� ����� �� 0�

;� ��� ����
 ����� ��� P ������� ��� ��������� �� 0
��������� 1� ��� ��	� D(P ||F)
��	��� − ln p� /���� P (·|A) = 11{zA} ��� ��� ����
������ ����
����� �� ��
����� �����# ��
��� 

�� �
�	���� ��� ����	�������

D(Q(·|A)||RA) � D(P (·|A)||RA) = − ln p, A ∈ �P ,

���� ��
 ���� �� Q �� � �������	
���� �� P � ;� ����	�� �� �Q ⊇ �P ���

D(Q(·|A)||RA) � − ln min
z∈A

RA(z) � − ln p, A ∈ �Q \ �P ,

��� �������� �� ���� P 
������� �� Q ������� ���� D(Q||F) ������ �#���� − ln p� ��	�
P �� � ����� ��#���(�
 �� D(·||F)�

������
�� �	 # �� P �
 � ������ ������"�	 �� D(·||F) �� ��� ���� �� ��� 
����	� �� P �



�������� �� ��� 
�� �� ������"�	
 ��
∑

A∈� RA(z) ���	 z ∈ Z ��� ����	
�
�
 ��
� ���
�

�� � �� �� ��
� ��� �������� ��	���	��	� ��� ��������� 
��������
 �	� ����������$

�� ���	� ���
�
 �� �
������ ������ ������"�	 �� D(·||F)�
1� #�� ������ ������"�	
 �� D(·||F) �	� �
�������

2� ��� 
�� �� ������"�	
 �
 
�������� �� � 
����� ���
� �� ��



�

��
���� �	 ��� Z = {1, . . . , 9} �� ��
�������� ���� A1 = {1, 2, 3}� A2 = {4, 5, 6, 7} ���
A3 = {8, 9}� ��� RA1 ���� ��� ���	�� 1

6
, 1

3
, 1

2
� RA2 ���� ��� ���	�� 1

6
, 1

6
, 1

3
, 1

3
� ��� RA3 ����

��� ���	�� 1
3
, 2

3
�� �������� �� ��� ������� 7� <�
����
� �� � �� P �� � ������ ��#���(�


�� D(·||F) �� ��� ���� �� supp(P ) ⊆ {1, 4} �
 supp(P ) ⊆ {1, 5} ��� �� �������� ������
��#���(�
 �� D(·||F) �#����� ���
� �
� ���� ����� ��#���(�
� P ���� �
� ��� ������� �� ���
����� supp(P ) ⊆ {2, 6, 8} �
 supp(P ) ⊆ {2, 7, 8} ���� p = 1

3
�

2� ��������� ��
�������� ��������

��� �
��������� ����	
�� �
�� �� �#��������� ������ Eν,H ��� �� �
����� ��

Qν,u(z) = ν(z) eu(z)−Λν,H (u) , z ∈ Z ,

���
�

Λν,H(u) = ln
∑

z∈Z

ν(z) eu(z) , u ∈ H .

���� ��
 ��� �� P

D(P ||Qν,u) = D(P ||ν) − 〈u, P 〉+ Λν,H(u) , u ∈ H ,

���
� 〈· , ·〉 �� ��� �����
 
��	�� �� R
Z �

D(P ||Eν,H) = D(P ||ν) − sup
u∈H

[〈u, P 〉 − Λν,H(u)
]
,�1 

��� ��	� D( · ||Eν,H) �� ��6�
���� �� ��� �����# �	��������


���
 �	 �� P �
 � ��
�� ������"�	 �� D( · ||Eν,H) ���� ��� 	�
�	�
���� �� ��� 
��	������

�	�%�
���� �� R
Z ���� R

supp(P ) �� H �
 
�	%�
�����

�	���� ��� w �� � �����
 �� R
supp(P ) �
�������� �� ��� �
�&������ �� H �� R

supp(P )� ���
�����
 v ∈ R

Z ��	�� �� w �� supp(P ) ��� 0 ����
���� �� �����	��� �
�������� �� H � =���
P + tv �� � �� ��
 t ����� �� 0� :���� �1 ��
 P ��� P + tv�

D(P ||Eν,H) − D(P + tv||Eν,H) = D(P ||ν) − D(P + tv||ν) .

/���� P �� � ����� ��#���(�
 �� D( · ||Eν,H) ���� ������� D(P ||ν) � D(P + tv||ν)� 7�
�����#��� �� ��� ����
������ ����
����� ��� )>� ����
�� 21��+� D(P + tv||ν) �� ��������
��
 t �� � �������	
���� �� 0� ��� ��
��� �����#��� �� ��� ����
������ ����
����� �� ���


�� ���
������ ������� v = 0� 8����� w = 0 ��� ��� ����
���� ��������

������
�� �	 ��� 
�	�������� �� supp(P ) ��	 ��� ��
�� ������"�	 P �� D( · ||Eν,H) �


������� �	�� ����� �� ��� �����
��� �� H�

���� ����
���� ��� �
���� �� )�� 0
��������� 2�1+ 	���
 ��� ���������� ���	������ ����
��� ����� ��#���(�
 P ��� �� �
�&����� �� Eν,H � �� ��� ����� ���� D(P ||Eν,H) ��	���
D(P ||Q) ��
 ���� Q ∈ Eν,H �

������
�� �	 �� P �
 � ��
�� ������"�	 �� D( · ||Eν,H) ���� ���	� ���
�
 u ∈ H 
�
� ����

P �����
 ��� 
����������� �� Qν,u �� supp(P )�

�	���� 7� ����� 1� ���
� �#���� u ∈ H �	�� ���� u(z) = ln [P (z)/ν(z)] ��
 z ∈ supp(P )�
����� �����	���� ��� �� Qν,u ���������� �� P ����� supp(P )�

����������� �	 �� �� ����������� ������ Eν,H ��
�� �� � 
��
� H ⊆ R
Z �� �����
���

d + 1 ���	� ���
�
 � 
��
��
� H∗ �� R
Z �� �����
��� �� ��
� 3d + 3 
�
� ���� H ⊆ H∗

��� D(P ||Eν,H∗) = 0 ��	 ���	� ��
�� ������"�	 P �� D( · ||Eν,H)�



�

�	���� ���
� �� �� ���� �� ����
����� �� ���	���� Z = {1, 2, . . . , n} ��
 ���� n � d + 1�
��� H∗ �� ��� �	������ �� R

Z ����
���� �� H ��� ��� �����
� v� = (1�, 2�, . . . , n�) ∈ R
Z �

0 � � � 2d + 2� ;����	���� H ⊆ H∗ ���� ����� 11 ∈ H � ��� ��������� �� H∗ �� �� ����
3d + 3�

!�
 � ����� ��#���(�
 P �� D( · ||Eν,H)� <�
����
� 1 ������� ���� P (y) > 0 ��
 y �� � ���
Y �� ��
�������� �� ���� d + 1� ?#������� ��� ����������� ����������

g(t) =
∏

y∈Y

(t − y)2 =

2d+2∑

�=0

a� t�

��� ���	��� ���� ��� �����
 v =
∑2d+2

�=0 a� v� �
�� H∗ ��� ��� ��� ���
������� �����������
��� v(y) = 0 �� ��� ���� �� y ∈ Y � 7� <�
����
� 2� ���
� �#���� u ∈ H �	�� ����
P = Qν,u( · |Y )� /���� ���� P = Qν,u+tv( · |Y )� � ��
�������
��
� ����	������ �����

D(P ||Qν,u+tv) = − ln Qν,u+tv(Y ) = − ln

∑
y∈Y ν(y) eu(y)

∑
y∈Y ν(y) eu(y) +

∑
z∈Z\Y ν(z) eu(z)+t v(z)

.

!�
 Z \Y ��������� ���� ����
������ ����
����� �����
��� �� 0 ���� t ���
������ �� −∞�
���� ������� D(P ||Eν,H∗) = 0� !�
 Z = Y ��� ��� Z ��� ��� ��
�������� n = d+1 ��� Eν,H

�������� �� ��� �������� ��3� �� Z� ;����	��� D(P ||Eν,H∗) = 0 ����	�� P ∈ Eν,H �
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