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Zusammenfassung

In Kapitel 1 behandeln wir die Kondition einer Aufgabe und die Stabilitéit eines Algorithmus. Hier
ist die Verstdrkung von Eingabe- bzw. Gleitkommafehlern das Mafi der Kondition bzw. Stabilitdt. Die
Begriffe bleiben aber noch vage, da zwischen Verstarkungsfaktoren der Grofenordnung 1 und grofien
Verstarkungsfaktoren nicht exakt unterschieden werden kann.

In Kapitel 2 beschéftigen wir uns mit Quadraturverfahren, genauer gesagt mit einer Familie von Qua-
draturen @), , wobei mit wachsendem n die Qualitit zunehmen soll. Letztere wird mittels der Konsistenz
beschrieben. Die Stabilitdt wird wieder anhand der Eingabefehlerverstidrkung definiert. Anders als in §1
kann diese eindeutig definiert werden, da die vagen Begriffe “klein” und “grofi” dadurch ersetzt werden,
dass eine Grofle sup Cy, endlich oder unendlich ist. Obwohl sich die Stabilititsdefinition an numerischen
Ph&nomenen orientiert, eignet sie sich auch fiir analytische Zwecke. Stabilitdt ist fast &quivalent zur
Konvergenz des Quadraturergebnisses Q,(f) gegen das exakte Integral [ fdz. Entsprechend wird analy-
tisches Werkzeug aus der Funktionalanalysis bendtigt: der Approximationssatz von Weierstrafl und der
Satz von der gleichméfigen Beschranktheit.

Die in Kapitel 3 behandelte Interpolation folgt dem gleichen Schema wie schon §2. In beiden Kapi-
teln kann man sich die folgende Frage stellen: Auch wenn die Stabilitdt durch eine Aussage der Form
sup C,, < oo beschrieben wird und notwendig fiir die Konvergenz ist, so sagt das wenig dariiber, ob man
sinnvollerweise eine Quadratur bzw. Interpolation fiir ein festes m auch ohne Stabilitdtsvoraussetzung
verwenden kann.

Dies ist anders in Kapitel 4, in dem es um Ein- und Mehrschrittverfahren zur Lésung gew6hnlicher
Anfangswertprobleme geht. Bei der Berechnung der Niherungen y(zo + jh) ergibt sich fast immer die
Notwendigkeit, grofiere j zu verwenden (entweder weil im Grenzprozess die Schrittweite h gegen null geht
und deshalb j = (z — z0) /h — oo oder weil h konstant gehalten wird, aber y auf vielen Gitterpunkten
To + jh approximiert werden soll).

Wihrend bei gewohnlichen Differentialgleichungen Stabilitétsprobleme erst bei echten Mehrschritt-
verfahren auftreten und Einschrittverfahren stets stabil sind, &ndert sich dies bei den partiellen
Differentialgleichungen, die in §5 behandelt werden. Es werden Differenzenverfahren fiir hyperbolische
und parabolische Differentialgleichungen behandelt. Stabilitat driickt sich hier mittels der gleichmé#fligen
Beschranktheit von Potenzen des Differenzenoperators aus.

Auch im Falle elliptischer Differentialgleichungen stellt sich die Frage der Stabilitit. Wie in §6
ausgefiihrt, besteht die Stabilitdt in einer schrittweiten-unabhéngigen Beschriankung der Inversen des
Differenzenoperators bzw. der Finite-Element-Matrix.

* Als zweistiindige Vorlesung mit Ubungen gehalten an der Christian- Albrechts-Universitit zu Kiel im Sommersemester 2003
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1 Stabilitidt bzw. Kondition bei endlichen Algorithmen

1.1 Einige Begriffe

Ein Algorithmus dient zur Loésung einer Aufgabe. In der mathematischen Formulierung ist eine “Aufgabe”
(auch “Problem” genannt) eine Abbildung ® : X — Y, die numerisch zu realisieren ist.!

Damit ein Algorithmus durchfiihrbar ist, muss er aus programmtechnisch realisierbaren Bausteinen zu-
sammengesetzt sein. Letztere heiflen “elementare Operationen” und sind die arithmetischen Grundoperatio-
nen +, —, %, / im Bereich der reellen oder ganzen Zahlen. Dazu kommen die in Programmiersprachen direkt

aufrufbare Funktionen wie z.B. sin, cos, exp, /-, . ..

Ein “Algorithmus” ist die Komposition von elementaren Operationen. Dabei zeichnet sich ein “endlicher
Algorithmus” dadurch aus, dass er nur eine endlicher Zahl von elementaren Operationen benotigt. Ein
Algorithmus ist eine Realisierung der Abbildung

B:(1,...,7,) € X = Urbild(®) = (y1,...,ym) € ¥V = Bild(®). (1.1.1)

Zu einem ® gibt es (wenn iiberhaupt) unendlich viele Algorithmen, die ® realisieren.
Ein endlicher Algorithmus kann durch einen Graphen dargestellt werden. Dessen Knoten bestehen u.a.
aus

e {x1,...,z,}: Eingabewerte (im Definitionsbereich elementarer Operationen; n € Ny),
e {y1,...,ym}: Ausgabewerte (im Bildbereich elementarer Operationen; m € N),
e {z1,...}: Zwischenresultate.

Der gerichtete Graph (V, E) besteht aus der Knotenmenge V' (“vortices”) und der Kantenmenge E (“edges”).
Dabei zeigen die Kanten von Argumentwerten zum Bildwert jeder elementaren Operationen (siehe Beispiel).

I T2 I3 T4
o o o o
N/ N/

21 o o zZ2
N/

° U

Graph zur Aufgabe y; = 125 + x324 mit Zwischenwerten z; := z12o, 29 1= T324

1.2 Genauigkeit der elementaren Operationen

Grundlegend fiir die Computerarithmetik ist die Gleitkomma-Arithmetik, die von einen festen Mantissen-
linge charakterisiert wird. Bei ¢ Stellen zur Basis b (t > 1,b > 2) ist die Menge M der Maschinenzahlen
gegeben durch die Null (die eine Sonderstellung einnimmt) und alle Zahlen der Form

t
a::iO.dl...dt*bE:ibEdeb_k,wobeilgdl<bund0§dk<bfiirk>1, EcZ
k=1

(die Beschrinktheit des Exponenten E, die zu Uberlauf bzw. Unterlauf fithren kann, wird hier ignoriert).
Ubungsaufgabe 1.2.1 a) Was ist die beste Schranke ¢ in

sup min |z — &| < ela| ?
sup mip 7 — €] < el

b) Wie lautet € im Spezialfall b = 2 der Dualbasis?

1Vgl. Kapitel 1 in Stoer: Einfiihrung in die Numerische Mathematik I. Springer-Verlag, Berlin, 8. Auflage, 1999



Das minimierende x aus min,eaq |2 — | ist die beste “Rundung” von £ € R. Wenn wir diese Abbildung
mit rd bezeichnen, gilt die folgende Abschiitzung mit eps = &:

|z — rd(x)| < eps|z|

Im folgenden nehmen wir an, dass eps so grof} ist, dass alle elementaren Operationen ”op” der folgenden
Ungleichung geniigen:

|gl (a op b) — (a op b)| < eps|a op b| fiir alle a,b € M. (1.2.1)

Dabei bezeichnet gl(...) die Durchfiihrung der Operationen im Argument im Sinne der Computer-
Gleitkomma-Arithmetik. Entsprechendes gelte fiir die einstelligen Operationen. Ferner sei eps <« 1
unterstellt.

Man beachte, dass (1.2.1) den relativen Fehler kontrolliert.

Bemerkung 1.2.2 Die Ungleichung (1.2.1) kdonnte als Konsistenz bezeichnet werden.

1.3 Beispiel
Die n-te Bessel-Funktion® (auch Zylinderfunktion genannt) hat die Darstellungen

00 9\n+2k _1\" T
Z “@/2) = (=1) / e cos(np)dyp  fiir n € Np. (1.3.1)
k=0 n + k m 0

Die Aufgabe sei, J5(0.6) zu bestimmen.
Ausgehend von der Tatsache, dass Jy und J; tabelliert?® sind:

Jo(0.6) = 0.9120, J;(0.6) = 0.2867

und die Rekursion

2n
Int1(z) = =Jp—1(x) + ?Jn(a:) (1.3.2)
gilt, bietet sich der folgende Algorithmus an:
2 2
J2(0.6) = —.Jp(0.6) + ﬁJl(Oﬁ) = —0.9120 + ﬁ0.2867 = 4.3666710-2
4
J3(0.6) = —.J1(0.6) + ﬁb(o .6) = —0.2867 + ﬁ4.3666710—2 = 4.4111144-3,

6 6
J1(0.6) = —J2(0.6) + 5= J5(0.6) = —4.3666710-2 + 5=4.4111110-3 = 4.4444410-4,

8 8
T5(0.6) = ~J3(0.6) + 5= Ji(0.6) = ~4A41111103 + 5444444104 = 1.5148110°3.

Das Resultat erhidlt man mit nur 8 Elementaroperationen auf Grund exakter Gleichungen. Trotzdem ist
das berechnete Resultat J5(0.6) auch in der Grofenordnung vollig falsch. Das korrekte Ergebnis lautet
J5(0.6) = 1.99482,4-5. Insgesamt gilt exakt

Jo(0.6) = 0.912005, J1(0.6) = 0.286701,
J5(0.6) = 4.3665119-2,  J5(0.6) = 4.3996610-3,
J1(0.6) = 3.3147010-3,  J5(0.6) = 1.99482;0-5.

Den Fehlschlag der Berechnung werden wir anschlieflend erkliren. Zuvor als positives Beispiel eine erfolg-
reiche Approximation.

2Friedrich Wilhelm Bessel, geb. 22. Juli 1784 in Minden, gest. 17. Mirz 1846 in K6nigsberg
3Seite 103 im Teubner-Taschenbuch der Mathematik, Teubner, Stuttgart, 1996



Definiert man fiir negative —n die Bessel-Funktionen J_,(z) := (—1)" J,,(z), so gilt die Summenformel

Z Jn(z) =1 fiir alle z € R.

n=—oo

Elimination der J_,(z) liefert
Jo(x) +2J2(x) + 2J4(z) + ... = 1. (1.3.3)

Ubungsaufgabe 1.3.1 Gegeben sei die Reihendarstellung aus (1.3.1).
a) Man zeige die Konvergenz fiir alle x € C (d.h. J, ist eine ganze Funktion,).
b) Man beweise (1.3.3). Hinweis hierzu: Per Koeffizientenvergleich zeige man, dass (1.3.3) dquivalent ist zu

L

(-n™ 2, fallsm >0 | _ )
Z(e—m)!(f-i—m)!*{l, fallsmzo}—o fiir £> 0.

m=0
Zum Nachweis dieser Gleichheiten verwende man die Identitit ee™% = 1.
Als erste Approximation ersetzen wir (1.3.3) durch
Jo(z) + 2J5(x) + 2J4(x) + ... + 2] () =1 (1.3.4)
fiir ein geeignetes gerades m. Wir wollen die Rekursion (1.3.2) in umgekehrter Richtung anwenden. Dazu
brauchen wir Anfangswerte fiir J,,,, J;,—1. Hierzu setzen wir (zweite Approximation)
Jm =Jm_1=c

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten c. Startend mit Jm = Jm—1 = c liefert die Rekursion J,_; =
—Jpy1 + %Jn alle J, 0 < k < m. Das Resultat fiir ¢ = 1 liefere Ji, 0 < k < m. Sei

C = Jo(x) + 2Ja(x) + 2J4(x) + ... + 2] ().

Dann liefert die Wahl ¢ := 1/C" Werte JNk,~die (1.3.4) erfiillen.
Beispiel: Zu m = 10 ergibt sich Jig = Jg = 5.55...10-11 und J5 = 1.9948201¢-5 (alle angegebenen Stellen
exakt).

1.4 Fehlerverstirkung
1.4.1 Ausl6schung

Die Ursache der katastrophalen Resultate fiir J5(0.6) nach dem ersten Algorithmus kann man anhand einer
einzigen Operation diskutieren:
Yy =T — To. (1.4.1)
Einerseits ist die Operation harmlos, denn die “Konsistenz” (1.2.1) der Subtraktion garantiert, dass fiir
g = gl(z1 — o) die Abschitzung
|7 =yl < eps|y]
gilt. Andererseits gilt dies nur fiir 2,1, 22 € M. Die realistische Aufgabe lautet

n=%& &, a=rd&),v2=1rd&), y=z1—72>.
Der interessierende Fehler ist |n — | fiir § = gl(x1 — z2). Der absolute Fehler betréigt
In— 9l <lz1 — 22 — gl(z1 — 22)| + |A21| + [As]
<eps(|Jz1 — 2| + |z1] + |22|) mit Az; := & — ;.

Solange |n| ~ |z;] (i = 1,2), gibt es kein Problem, da auch der relative Fehler von der Grolenordnung eps

ist. Dramatisch ist jedoch der Fall der Ausloschung, wenn || < |z1| + |z2]- In diesem Fall ist der relative

Fehler < epS%

Fehler O(1) betrégt.

. Im schlimmsten Fall ist |n| von der Groéfenordnung eps (|z1| + |z2|) , sodass der relative



1.4.2 Lineare (differentielle) Fehleranalyse

Zu untersuchen ist, wie sich Fehler Az; der Eingabe #; = x; + Ax; auf die Ausgabe § = ®(%) auswirkt.
Die Abbildung ® aus (1.1.1) sei stetig differenzierbar. Die Taylor-Entwicklung angewandt auf §; =

<I>]~(:U1, I + AZI}i, . ,iL'n) liefert :Ijj = <I>]~(:U1, . ,Q?n) + gi: AZIJ@ + O(AQZZ) Damit ist

0®;(z1,...,2,)
Ba:i

der Verstiarkungsfaktor® des Eingabefehlers Az;, wobei die absoluten Fehler zugrundegelegt sind. Die
Verstirkung des relativen Fehlers lautet
0P;(z1,...,2n) _ |z

X .
Ox; |?Jj|

Welcher Fehler entscheidend ist (absolut oder relativ, weitere Alternative: relativ beziiglich einer Norm),
hingt von der jeweiligen Aufgabe ab.

1.4.3 Kondition und Stabilitit

Ein Problem heiflt gut konditioniert, falls die Verstirkung der Eingabefehler von der GréBenordnung 1 ist.
Wird der Fehler dagegen stark verstiirkt, heifit die Aufgabe schlecht konditioniert. Die maximale Fehler-
verstirkung wird die Kondition(szahl) genannt.

Gegeben sei ein Algorithmus, der die Aufgabe ® realisiert. Neben den Knoten {z1,...,z,} C V des zu-
gehorigen Graphen, gibt es Zwischenresultate ,. Die Restabbildung R beschreibt, wie sich das Endresultat
y aus den Zwischenresultaten berechnet. Entsprechend dem Verstarkungsfaktor 0®;/0x; zum Eingabefeh-
ler Az; von z;, ist OR;/0&, der Verstirkungsfaktor des Fehlers A¢, von &,. Da &, das Resultat einer
Elementaroperation ist, ist der relative Fehler von &, durch (1.2.1) beschrieben.

Sei k die Konditionszahl des Problems ®. Wenn alle Verstirkungsfaktoren OR,;/0¢, hochstens von der
GroBenordnung x sind, heifit der Algorithmus stabil. Andernfalls heifit er instabil.

Kondition und Stabilitét basieren beide auf der Verstirkung von Eingabefehlern. Die Unterscheidung zwi-
schen Kondition und Stabilitéit ergibt sich aus der Unterscheidung der Knoten im Graphen des Algorithmus
nach Eingabe- und Zwischenwert-Knoten. Der Algorithmus ist nur fiir die Zwischenwert-Knoten verantwort-
lich, wihrend die Eingabeknoten {z1,...,z,} ein Teil der Aufgabendefinition sind. Auflerdem ist noch der
folgende Unterschied zu beachten: die Fehler A¢, geniigen stets (1.2.1). Dagegen kann der Fehler Az; viele
Ursachen haben. Im Falle des Beispiels aus §1.3 ist Az; dadurch bedingt, dass die Tabellenwerte nur auf 4
Dezimalstellen gegeben sind. Weiterhin kénnen Messfehler Ursache groflerer Fehler sein. Bestensfalls ist Az;
durch Rundung einer exakten Nicht-Maschinenzahl entstanden (dann gilt ebenfalls (1.2.1)).

Die Definitionen der Kondition und Stabilitiit sind absichtlich vage® gehalten: Ob relative oder absolute
Fehler zu Grunde gelegt werden sollen, ob einzelne Komponenten oder irgendwelche Normen verglichen
werden sollen, welche Fehlerverstirkung als grof3 eingestuft wird, ist nicht eindeutig festgelegt.

1.4.4 Diskussion des Beispiels aus §1.3

Die Aufgabe hat die Form ® : (Jy,Ji1) — Js. Der Algorithmus hat u.a. die Zwischenwerte J3, J3, Jy. Lisst
man (wie in der Definition gefordert) nur elementare Operationen zu, erfordert die Berechnung von J aus

Jo, J1 die weiteren Zwischenwerte
F1 = 2/06, P1 CZFl*Jl,
die dann zu J, := Py — Jy fithren (vgl. Jut1(2) = —Jp_1(2) + 22Jn(2)).
Da AJy = 0.000005 und AJ; = 0.000001 zu AJs = 0.0015 fiihren, miissen die Verstirkungsfaktoren
0J5/0J; (i = 1,2) groB sein, d.h. die Aufgabe®, J5 aus Jo, J; zu berechnen, ist schlecht konditioniert.

4Man spricht auch dann von einem “Verstirkungsfaktor”, wenn dieser < 1 ist und deshalb eher “Abschwichungsfaktor”
heissen sollte.

5Es gibt Versuche einer systematischen Definition; vgl. L.S. de Jong: Towards a formal definition of numerical stability.
Numer. Math. 28 (1977) 211-219.

8Hier wird ® : (Jp, J1) > J5 als die “Aufgabe” bezeichnet. Diese Sicht ist insofern richtig, als Eingabewerte fiir Jo, .J1 gegeben
werden und die Gleitkommafehler der Zwischenrechnungen des Algorithmus harmlos sind. Andererseits ist die wirkliche Aufgabe,
J5(0.6) zu berechnen, wozu Jo, Ji nicht notwendigerweise benotigt werden.



Ubungsaufgabe 1.4.1 Man berechne die Verstirkungsfaktoren d.J5/0.J; (i = 1,2).

Die zweite Berechnungsweise fiir J5(0.6) aus §1.3 ldsst sich besser als die Aufgabe ®,, : x — J5 be-
schreiben, da J,,, Ji—1,- .-, Jo als gleichberechtigte Zwischenresultate auftreten. Zu beachten ist, dass ®,,
nicht zu wirklich exaktem J5(z) fiithrt, sondern aufgrund der Approximationsfehler (Summenabbruch und
Jm = Jm—1) nur eine Ndherung J5(z) + €,,(z) liefert. Die exakten Werte J,,, J;,—1 sind zwar nicht gleich,
aber fiir m > 1 beide sehr klein. Zudem ist der Verstirkungsfaktor von A.J,, (d.h. die Ableitung R, /0T,
der Restabbildung Ry, : (Jm, Jm—1) — J5) klein.

Ubungsaufgabe 1.4.2 Man berechne die Verstirkungsfaktoren ORp, [0y, fiir Ry : (Jpm, Jm—1) — J5 und
die Werte m = 10, 20.

1.4.5 Weiteres Beispiel fiir einen instabilen Algorithmus

Ist das Problem & schlecht konditioniert, darf auch der Algorithmus eine groflere Fehlerverstirkung auf-
weisen, um immer noch stabil sein zu kénnen. Ist dagegen ® gut konditioniert, darf der Algorithmus keine
Gleitkommafehler extrem vergréfiern.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Konzepte, die man etwa aus der Linearen Algebra kennt, zu katastrophal
instabilen Algorithmen fiihren konnen. Die gestellte Aufgabe sei die Eigenwertberechnung symmetrischer Ma-
trizen (auch hier ist eine Approximation unvermeidlich, da im Allgemeinen die Eigenwerte nicht mit endlich
vielen Elementaroperationen exakt berechenbar sind). Die Eigenwertberechnung symmetrischer Matrizen ist
gut konditioniert, wie der folgende Satz” zeigt:

Satz 1.4.3 Seien A,AA € R™" symmetrische Matrizen und A= A+ AA. X sei ein Eigenwert von A.
Dann gibt es einen Figenwert X von A, sodass |\ — A| < ||AA||, (|||, ist die Spektralnorm).

Da die Eigenwerte in der Linearen Algebra iiber das charakteristische Polynom eingefiihrt werden, kénnte
man auf die folgende Idee kommen:

a) Man berechne zuniichst das charakteristische Polynom P(z) = Y, _, arz*.

b) Anschlieend berechne man die Eigenwerte mittels Nullstellensuche fiir P(z) = 0.

Wir unterstellen in optimistischer (und unrealistischen) Weise, dass die Koeffizienten ay, sich fast exakt
aus A berechnen lassen (mindestens entsteht ein relativer Fehler eps, da man nicht erwarten kann, dass
ar € M, und daher eine Rundung notwendig ist). Es bleibt der zweite Teil zu untersuchen: Wie reagieren
die Nullstellen von P auf Fehler in a;? Hierzu ist ein Beispiel® von Wilkinson® aufschlussreich.

Die Eigenwerte (Nullstellen) 1,2, ...,20 seien vorgegeben. Sie sind die Nullstellen von

20
P(z) = szl (i—2)=ap+...+az'? + axpz™

(ap = 20! = 2432902008 176 640 000, . .., a19 = 190, azp = 1). Der grole Wert von ag zeigt die Gefahr des
Uberlaufs bei Rechnungen mit Polynomen. Die Nullstellenbestimmung von P sieht eher einfach aus, denn P
hat nur einfache Nullstellen und diese sind zudem deutlich getrennt.

Wir storen nur den Koeffizienten a9 in 19 = aj9 —272% (2723 = 1.192 x 1077 ist die Maschengenauigkeit
der “einfach genauen” Rechnung). Die Nullstellen des gestorten Polynoms P sind

1, 2, 3, 4, 4.999999928, 6.0000069, 6.99969, 8. 0072, 80917,
— —— ~—~ ~—
7 5 3 2
10.09 £ 0.644, 11.79+£1.65¢, 13.994+2.5¢, 16.73+2.8;, 19.5+1.9¢, 20.84.

Die (absoluten wie relativen) Fehler sind nicht nur von der Gréfenordnung O(1), sondern zudem ist die
Struktur der reellen Nullstellen zerstort.

Die konjugiert komplexen Paare von Nullstellen treten bei hinreichend kleinen Stérungen nicht mehr auf.
Dazu betrachten wir jetzt die Stérung djg = ajg — 27°° (27°° = 2.776 x 10~'7). Die Nullstellen sind dann

1,...,10, 11—-107° 1246,0—9, 13—170—-9, 14+370—9, 15—590—9, 16+470—9,...
Die Stérung der Nullstelle 15 zeigt z.B. die Fehlerverstirkung 59 x 1072/275% = 2.1 x 10°.

"Eine allgemeinere Formulierung mit Beweis findet man als Satz (6.9.6) in: Stoer - Bulirsch: Einfiihrung in die Numerische
Mathematik II. Springer-Verlag, Berlin.

8Seiten 54fF in: J.H. Wilkinson: Rundungsfehler. Springer-Verlag 1969

9James Hardy Wilkinson, geb. 27. Sept. 1919 in Strood, gest. 5. Okt. 1986 in London



2 Quadratur

2.1 Hintergrund
Als Quadratur wird die numerische Approximation eines Integrals bezeichnet.! Die Integrationsaufgabe

wird hier in der einfachsten Form gestellt.

Aufgabe 2.1.1 FEs sei vorausgesetzt, dass f € C([0,1]) oder dass f héhere Differentiationseigenschaften
besitzt. Die Aufgabe besteht in der niherungsweisen Berechnung von fol f(z)dz.

Andere Intervalle und eventuelle Gewichtsfunktionen sind moglich, aber fiir unsere Zwecke uninteressant.
Zu n € Ny definieren wir Quadraturformeln

Qu(f) = Zai,nf(a:i,n). (2.1.1)

Dabei sind a;, die Quadraturgewichte und z;, die (disjunkten) Stiitzstellen. Eine Folge {Q, : n € No}
bildet eine Familie von Quadraturformeln.

Man erhiilt (2.1.1) im Allgemeinen als ”interpolatorische Quadratur” iiber eine Interpolation f(z) =~
fo(z) =31 f(@in)®in(z) mit Lagrange-Funktionen (d.h. ®; ,,(z;,) = d;;; vgl. (3.1.1)). Indem man iiber
frn anstelle von f integriert, erhilt man

/01 fx)de ~ /01 fn(2)de = éf(wm)/ol B, o (x)dx.

=iQi,n

Standardwahl bei der Interpolation ist die Polynominterpolation. In diesem Falle sind ®;, = L;, die La-
grange!!-Polynome.

Ubungsaufgabe 2.1.2 Die Definition Qip = fol L; (x)dz ist fiir die konkrete Berechnung nicht so hilfreich.
Man zeige, dass man stattdessen die a;,, tber das folgende Gleichungssystem berechnen kann:

1

n
Zai’”xi’ﬂ:k/.—H fiirk:(),l,...,n.
=0

Bisher waren die Stiitzstellen z; ,, noch frei. Ihre Wahl bestimmt die (Familie der) Quadraturformeln:

® Iy = % fiihrt auf die Newton'?-Cotes'3-Quadratur'®,

e z;, : Nullstellen des Legendre-Polynoms'® P, ergibt die Gauf'®-Quadratur.

2.2 Konsistenz

Im Zusammenhang mit interpolatorische Quadratur definiert {iber Polynominterpolation verwendet man die
folgende Konsistenzdefinition.

10Vgl. Kapitel 3 in Stoer: Einfiihrung in die Numerische Mathematik I. Springer-Verlag, Berlin, 8. Auflage, 1999

11 Joseph-Louis Lagrange, geb. 25. Jan. 1736 in Turin, gest. 10. April 1813 in Paris

12Sir Tsaac Newton, geb. 4. Jan. 1643 in Woolsthorpe, gest. 31. M#rz 1727 in London

13Roger Cotes, geb. 10. Juli 1682 in Burbage, gest. 5. Juni 1716 in Cambridge

14Dje Newton-Cotes-Quadraturfamilie ist nur fiir n € N definiert, nicht fiir n = 0.

15Genauer muss man vom transformierten Legendre-Polynom sprechen. Das eigentliche Legendre-Polynom ist tiber [—1,1]
definiert und muss fiir unsere Zwecke auf das Integrationsintervall [0, 1] transformiert werden. Sind ¢; die originalen Nullstellen
in [—1,1], so ist z; » := (L + &) /2.

Adrien-Marie Legendre, geb. 18. Sept. 1752 in Paris, gest. 10. Jan. 1833 in Paris

16 Johann Carl Friedrich Gau8, geb. 30. April 1777 in Braunschweig, gest. 23. Feb. 1855 in Géttingen



Definition 2.2.1 Eine Familie {Q, : n € Ny} heifit konsistent, falls es eine Funktion g : Ng — N mit
g(n) — oo fiir n — oo gibt, sodass

Qn(P) = /01 P(z)dzx fiir alle Polynome P mit grad(P) < g(n). (2.2.1)

Eine unmittelbare Folge ist das

Korollar 2.2.2 {Q, : n € Ny} sei konsistent. Dann gilt fiir jedes Polynom P, dass lim Q,(P) = fl P(z)dx.

0
Beweis. Sei v := grad(P). Wegen g(n) — oo fiir n — oo gibt es ein ng mit g(n) > v fiir alle n > ng. Daher
zeigt Q,(P) = fol P(z)dz fiir n > ng die Behauptung. ]

Wie aus der Numerik-Grundvorlesung bekannt ist, gilt fiir die oben erw&hnten Quadratur-Familien:

g(n) = { Z+ 1 Z g:;g;;:de } fiir die Newton-Cotes-Quadratur,
g(n)=2n+1 fiir die Gau-Quadratur.

Spéter werden wir noch eine alternative (allgemeinere) Konsistenzbedingung formulieren (vgl. §2.9).

2.3 Konvergenz

Zur Konvergenz lassen sich unterschiedliche Fragen stellen. Gegeben eine Funktion f, wird man sich zun#chst
fiir den Fehler

enlf) = |Qulf) - / f(2)de

interessieren. Neben der Konvergenzfrage (gilt lime, (f) = 07) ist die Abschitzung von e, (f) fir ein festes
n oft die Frage von stiirkerem praktischen Interesse. Eine (eventuell zu grobe) Abschiitzung erhélt iiber den
Interpolationsfehler f — f,,. Genauere Antworten liefert die Verwendung des Peano-Kernes'”. In jedem Falle
erhélt man Schranken der Form

en(f) < enll F*)]|oo, (2.3.1)

die Ableitungen von f der Ordnung ky, < g(n) + 1 verwenden.

Offenbar hingt die rechte Seite in (2.3.1) von ¢, und f (bzw. seinen Ableitungen) ab. Die Quadraturfa-
milie {Q,} ist nur fiir die Konstanten ¢, zustindig, sodass die Konvergenz c¢,||f*»)||c — 0 nicht als eine
Eigenschaft von {Q, : n € Ny} angesprochen werden kann. Fiir ein f € C*([0,1]) ist (2.3.1) zudem nur
fiir solche n mit k, < k anwendbar. Im letzten Fall ist tiberhaupt keine unendliche Folge von Schranken
{en)lf*) |00} formulierbar.

Man kann sich fragen, ob man Fehlerabschitzungen (2.3.1) mit k, = 0 finden kann: €, (f) < ¢, [|f]|, -
Die Antwort lautet, dass in diesem Fall aber nicht ¢, — 0 gelten kann. Hierzu modifiziere man die konstante
Funktion f = 1 in den 7-Umgebungen der Stiitzstellen z; , (0 < i < n) so, dass 0 < f < f und f(z;,) = 0.
Wegen f(z;,) = 0 folgt Q,(f) = 0, withrend sich fol f(z)dz beliebig wenig von fol f(z)dz = 1 unterscheidet,
wenn 7 hinreichend klein ist. Da ||f||, = I fllse = 1, gewinnen wir keine bessere Fehlerabschiitzung als
en(f) = [y fl)de <1=1]|f]l,,, dh. ¢, = 1. Damit erhalten wir die

Bemerkung 2.3.1 Abschitzungen der Form e,(f) < ¢, || f||,, kdnnen nur mit Konstanten c,, > 1 gelten.

Damit kénnen die rechten Seiten ¢, ||f||,, keine Nullfolge bilden. Dies schlieit aber nicht aus, dass
trotzdem e, (f) — 0 gelten mag. Letzteres ist der Inhalt der folgenden

Definition 2.3.2 FEine Familie {Q, : n € Ny} von Quadraturformeln heifit konvergent, falls

fir alle f € C([0,1]) gilt:  Qn(f) —)/0 f(z)dx. (2.3.2)

Man beachte, dass (2.3.2) zu ¢,(f) — 0 dquivalent ist.

17Vgl. Kapitel 3.2 in Stoer: Einfihrung in die Numerische Mathematik I. Springer-Verlag, Berlin, 8. Auflage, 1999
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2.4 Stabilitat
2.4.1 Verstiarkung der Eingabefehler

Zunéchst wird die Stabilitdt aufgrund numerischer Begriindungen eingefiihrt. Sei f € C([0,1]) die zu
integrierende Funktion. Die Eingabedaten fiir @Q,(f) sind {f(z;,) : 0 < i < n}. Sei f die Gleitkomma-
Realisierung!'® von f, sodass

fi,n = f(wun) = f(mz,n) + 5fi7n (0 <i< n)

Es gilt .
0finl <N = Fllo-

Zunichst untersuchen wir die Kondition und finden die Konditionszahl eins:

Bemerkung 2.4.1 Die Aufgabe f v+ I(f) := fol f(x)dx ist gut konditioniert. Die Fehlerabschitzung ist
1) = 1P| < Uf = fllw fiir atle 1, f € C(0,1)) (24.1)

Beweis. I(f) — I(f) = fol f(z)dz — fol f(z)dzx = fol [f(a:) - f(:n)] dx und
15 = 1P| < fy [#@ = F@)|do < [ 1 = Flood = 11£ = floo- .

Eine entsprechende Fehlerabschitzung mochte man fiir die Quadraturen @, erhalten. Fiir ein festes n
rechnet man nach, dass

Qn(f)::jzzahnjzn ::j{:aﬁnf(wan)*'jzzaanéfﬁn::(Qn(f)*'jzzaanéjln: also
=0 =0 =0 i

i=0
n
E aLnaﬁﬂz
=0

1Qn(f) = Qu(f)] = <Y lainl 16finl < (Z |ai,n|> 1F = Flloo-
=0 =0
Dies beweist die Abschitzung

Qn(f) = Qu(F)] < Cullf = flloo mit (24.2)
Cni=lain]. (2.4.3)
i=0

Da @, ein lineares Funktional ist, gilt Q,(f) — Qn(f) = Qn(f - £). In der Abschiitzung |Q.(f — f)| <
Cullf — flle fiir alle £, f € C(]0,1]) kann man aber f — f durch ein g € C([0, 1]) ersetzen und erhilt die zu
(2.4.2) dquivalente Bedingung

|Qn(9)] < Cullgllee  fiir alle g € C([0,1]). (2.4.4)

Ubungsaufgabe 2.4.2 Man zeige, dass Cy, aus (2.4.3) die kleinstmdigliche Konstante in (2.4.4) ist.

2.4.2 Stabilitdtsdefinition

Die Konstante C,, ist der Fehlerverstirkungsfaktor der Quadratur @,,. Um eine wachsende Fehlerverstarkung
zu vermeiden, ist es naheliegend zu fordern, dass C,, gleichméflig beschrankt ist. Dies kann in der folgenden
Form geschrieben werden:

Cstap := sup C), < oo. (2.4.5)
n€ENp

Damit ist bereits die Stabilitit definiert:

Definition 2.4.3 Eine Quadraturformelfamilie {Qn : n € No} heif$t stabil, falls sup,cx, > ig |@in] < 00.

18 Genaugenommen, ist f nur auf den Maschinenzahlen M definiert. Fiir theoretische Zwecke l&dsst sie sich dazwischen stetig
ergidnzen.
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Hierbei gilt offenbar sup,,cy, Z?:o |ain| = Cstap mit Csean aus (2.4.5). Eine dquivalente Formulierung
enthélt

Bemerkung 2.4.4 a) Eine Familie {Q,, : n € Ny} von Quadraturformeln ist genau dann stabil, wenn
|Qn(9)] < Cllgllso fiir alle g € C([0,1]) und alle n € Ny. (2.4.6)
b) Dabei ist Cyap, aus (2.4.5) die kleinstmdgliche Konstante C in (2.4.6).

Beweis. Gemif Ubungsaufgabe 2.4.2 ist fiir alle n € Ny C,, < C fiir C aus (2.4.6), da sonst C eine bessere
Konstante wire. Damit gilt auch Cstap := sup,,¢n, Cn < C.

Zu a) Wenn daher (2.4.6) (mit endlichem C') gilt, ist (2.4.5) erfiillt, d.h. {@Q,} ist stabil.

Zub) Csan < C'ist bereits gezeigt. Aus (2.4.4) folgt [Qn(9) < Chllglloc < sUP,en, Cnllglloc = Cstanl|9lloo

d.h. (2.4.6) ist auch mit C' := Cgap, erfiillt. [
Aus Teil b) der Bemerkung und nach Ersetzung von g durch f — g erhiilt man in Analogie zu (2.4.2):

Korollar 2.4.5 Es gilt |Qn(f) — @n(9)] < Cstavl|f — glleo fiir alle f,g € C([0,1]) und alle n € Np.

Im Weiteren diskutieren wir die Folgen der Stabilitdt bzw. Instabilitét im numerischen Kontext. Der
Gesamtfehler @, (f) — fol f(z)dz wird mit der Dreiecksungleichung abgeschiitzt:

0uth) - [ £ta] <[@ut) = @u()| [ @u() = [ 10| < CullF = i+t

Im Falle der Stabilitiit ist der Fehler < Cypan||f — flloo + €n(f) (vgl. Korollar 2.4.5). Unter der Annahme
en(f) — 0 nihert sich der Gesamtfehler dem “Rauschpegel” Csiap||f — fllso, der durch die Eingabefehler
|/ = flloo verursacht wird und unvermeidlich ist.

Im Falle der Instabilitit gilt dagegen C,, — oco. Wihrend der Summand &,(f) gegen null fillt, steigt
Cullf = flls gegen unendlich. Damit ist die Vergroerung von n keine Garantie fiir ein besseres Ergebnis.
Wenn man keine weitere Information iiber das Verhalten von e,(f) besitzt, ist es schwierig, ein n zu finden,
sodass der Gesamtfehler moglichst klein ist.

2.4.3 Stabilitit konkreter Quadraturformeln

Unter der minimalen Bedingung, dass @), fiir Polynome nullter Ordnung exakt ist (d.h. g(n) > 0 in (2.2.1)),
folgt 1 = fol de =Qn(1) =31 gain:

Xn: Qi n = 1. (247)
i=0

Folgerung 2.4.6 Es gelte (2.4.7). a) Fulls a;n > 0 fir alle i,n, ist die Familie {Qn} stabil mit Csap, =
C, =1 fiir alle n.
b) Stets gilt Csgap > 1.

Beweis. a) Wegen > " o |ain| = > g ain =1.b) Wegen Y7 |ain] > [>iyain] =1 =1. [
Die vorhergehenden Uberlegungen beruhen auf (2.4.7). Eine Abschwiichung enthilt die

Ubungsaufgabe 2.4.7 Folgerung 2.4.6 bleibt richtig, wenn (2.4.7) durch die Konvergenz Qn(1) — 1 ersetzt
wird.

Da in der Numerik-Vorlesung'® a; , > 0 fiir die Gau-Quadratur bewiesen wird, folgt: Die Familie der
Gauf3-Quadraturen ist stabil (und Cyap = 1).

Die Newton-Cotes-Formeln erfiillen a;, > 0 nur fiir n € {1,2,3,4,5,6,7,9}. Allerdings folgt aus der
Existenz von negativen a;, > 0 noch keineswegs die Instabilitit. Die folgende Tabelle zeigt die Werte von
C, aus (2.4.3):

19Vgl. Kapitel 3.6 in Stoer: Einfithrung in die Numerische Mathematik I. Springer-Verlag, Berlin, 8. Auflage, 1999
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n 1,...,7 |8 9|10 11 12 14 16 18 20 22 24 |
Cn ||l 1 1.45 | 1 | 3.065 | 1.589 | 7.532 | 20.34 | 58.46 | 175.5 | 544.2 | 1606 9923|

Offenbar steigt C), exponentiell gegen unendlich, d.h. die Newton-Cotes-Formeln sind nach allem Anschein
instabil. Ein exakter Beweis der Instabilitit kann die folgende asymptotische Aussage?® verwenden:

—1)" 'l 1 (=" 1
Qip = - ( ) = 5 <—.+( ).><1+O< )) fir1 <i<n-—1
il'(n—14)nlog"n \t n—1 logn

Offenbar gilt fiir ein gerades n die Ungleichung

n

Cn = Z |ai,n| Z |a%,n| .

i=0

Ubungsaufgabe 2.4.8 a) Man schlage die Stirlingsche*' Formel zur asymptotischen Darstellung von n!
nach.

b) Unter Verwendung von a) untersuche man das Verhalten von |a%,n| und schliefSe daraus, dass die Familie
der Newton-Cotes-Formeln instabil ist.

Ein weiteres Beispiel folgt im néchsten Unterkapitel.

2.4.4 Romberg-Quadratur

Die Existenz negativer Gewichte a;,, ist noch kein Grund zur Instabilitit, solange Y ., |ai,,| gleichmiBig
beschrénkt bleibt. Dass es Verfahren gibt, die tatséchlich negative Gewichte aufweisen und stabil sind, wird
anhand der Romberg-Quadratur?? gezeigt.

Fiir h = 1/N mit N € N definiert

T(f.h) = h Ef(()) )+ @R+ + f(—h) + %f(l)

die summierte Trapezformel. Unter der Voraussetzung f € C™ ([0, 1]), m gerade, kann man die asymptotische
Entwicklung

T(f,h) = / f(@)dz + hes(f) + ...+ W™ 2emos(f) + ORI F™|s0) (2.4.8)

beweisen??. Daher ist die Richardson?*-Extrapolation anwendbar: Man berechnet T'(f, h;) fiir verschiedene
hi, i =0,...,n, und extrapoliert { (h?,T(f,h;)) :i=0,...,n} auf h = 0. Das Resultat ldsst sich mit Hilfe
der Lagrange-Polynome explizit darstellen (vgl. Ubungsaufgabe 3.1.2):

Qn(f) = Y T(f:hi) [] 5255 = D cinT(f 1) (2.4.9)
i=0 v=0 v i i=0
—_————
Wir fixieren eine unendliche Schrittweitenfolge
ho > hy > he > ..., hi:1/Ni, N; €N,
mit der Eigenschaft
hiy1 <ah; mit 0 < o < 1 fiir alled > 0. (2.4.10)

Die eigentliche Romberg-Quadratur fordert « = 1/2. Die Bedingung (2.4.10) erzwingt h; — 0 fiir i — oo.
Man folgert aus (2.4.10), dass

hi/h; <o’ fiir j<i  und h;/h; > o' fiir j > . (2.4.11)

2071 finden auf Seite 64 in: Davis - Rabinowitz: Methods of numerical integration. Academic Press, New York, 1975
21James Stirling, geb. Mai 1692 in Garden (Schottland), gest. 5. Dez. 1770 in Edinburgh

22Werner Romberg, geb. 16. Mai 1909 in Berlin, gest. 20. Febr. 2003 in Heidelberg

23R. Bulirsch: Bemerkungen zur Romberg-Integration. Numer. Math. 6 (1964) 6-16

24Lewis Fry Richardson, geb. 11. Okt. 1881 in Newcastle upon Tyne, gest. 30. Sept. 1953 in Kilmun (Schottland)
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Lemma 2.4.9 Es gibt ein B < 0o, sodass Y., o |cin| < B fiir alle n € Ny.

Ubungsaufgabe 2.4.10 Man zeige a) 1+x < e® fir alle reellen x, b) ﬁ <1+dz mitd = 5 lm
0<x<zH<l.

Beweis von Lemma 2.4.9. a) Ubungsaufgabe 2.4.10 zeigt mit 9 = 15z, dass

m
II-
j=1

< H (1+9a™) < H exp (9a*) < H exp (9a?) =: A,
j=1

j=1 j=1

wobei A = exp (Zoi 19a2j) = exp @®d — oxp (a?9?).

1 oz T
b) Damit gilt auch [, 1= a2] < ATT o = Agm(mtl) < Aam fiir alle m > 0.

c) Das Produkt [],, in (2.4.9) wird in dle Teilprodukte H _ und [ i+1 aufgespalten. Fiir das erste

gilt
I
2 _ 12
v=0 h” hl
das zweite erfiillt

H h2 h2

v=i+1

i—1 i—1 i

1 1 1
= | | — < I I - = | | - < A
V=0 L—hi/h} i) b a2y 1—a rea)

j=1

n

H a2(z v) _ = H -2j _ 1 = H 1 — 2 Tejb Aan_i'

Vit )

H h2/h2

vt —1(2411

d) Die Abschitzung

_ 2 n—1i 2 _ —.
Z|Ci’”| Z HhQ h2 H h2 < 4 Za <4 Za]—l_ =B
i=0 i=0 |v=0 v=itl Teilc) D5 j=0
beweist die Behauptung. ]

Die von @, verwendeten Stiitzstellen {z;,} sind |J {0, h;,2h;,...,1}. Wihlt man die h; = 1/N; so,
dass NV; kein Teiler von N;i1, ist aj, = %hn_lcn_lm das Gewicht zur Stiitzstelle z;, = h,—1. Wegen
sign(c; ) = (—=1)"7" folgt, dass @, negative Gewichte enthilt.

Lemma 2.4.11 Die Familie der Quadraturen {Q,} aus (2.4.9) ist stabil.

Beweis. Die summierte Trapezformel T'(f, h;) = ZkN;'O T1,:f (kh;) hat die Gewichte 7, ; = h; fiir 0 < k < N;
und 7,; = h;/2 fiir & = 0, N;. Insbesondere gilt ZkN;'O |Th,s| = EkN;'O Tr,i = 1. Die Quadraturformel @, ist
definiert als Qn(f) = Zz Ci,n Zi\io Tk:Jf(k'hi) = Zj ajmf(xj,n) mit a;, = Z(i,k):khi:zj,n CinThk,i-

N;
Y lajnl < leinl > 1kl = lcim] < B
- - - L
J i k=0 i

emma 2.4.9

beweist die Stabilitétsbedingung. ]
Lemma 2.4.12 Die Familie der Quadraturen {Q,} aus (2.4.9) ist konsistent.

Beweis. Sei P ein Polynom vom Grad < g(n) := 2n+1. In (2.4.8) mit m := 2n+2 verschwindet der Restterm,
da P(™) = 0. Damit ist T(f,h) ein Polynom vom Grad < n in der Variablen h2. Die Extrapolation tilgt die

Terme hzej(P), Jj =2,4,...,2n, sodass @ fo z)dz. Da g(n) = 2n 4+ 1 — oo fir n — oo, ist die
Konsistenz gemifl Definition 2.2.1 gezeigt. ]

Stabilitét und Konsistenz beweisen die Konvergenz der Romberg-Quadratur.

Ubungsaufgabe 2.4.13 Die Bedingung hiy1 < ah; in (2.4.10) kann abgeschwicht werden. Man zeige:
Wenn ein £ € N und ein «a € (0,1) existieren, sodass hir¢ < ah; fiir alle i > 0, so gilt Lemma 2.4.9 ebenfalls.
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2.5 Approximationssatz von Weierstrafl
Fiir den néchsten Beweisschritt benstigen wir den folgenden Satz:

Satz 2.5.1 (Approximationssatz von Weierstrafl) 2 Fiir alle ¢ > 0 und alle f € C([0,1]) exzistiert ein
Polynom P = P, ; mit
If =Pl <e

Eine dquivalente Formulierung lautet: Die Menge P := {P : Polynom beschrinkt auf [0, 1]} ist eine dichte
Teilmenge von C([0,1]).

Im folgenden beweisen wir eine allgemeinere Form des Weierstrafischen Approximationssatzes. Das
niichste Lemma benutzt das punktweise Maximum bzw. Minimum Max(f,g)(z) := max(f(z),g(z)),
Min(f, g)(z) := min(f(z), g(z)) zweier Funktionen. Die Bedingung i) beschreibt, dass F unter Maximum-
und Minimumbildung abgeschlossen ist. Bedingung ii) ist die Approximierbarkeit in zwei Punkten.

Lemma 2.5.2 Sei Q C R? kompakt. Sei F C C(Q) eine Familie von stetigen Funktionen mit den folgenden
beiden FEigenschaften:

i) Fir alle f1, fo € F gilt Max(f1, f2), Min(fi, f2) € F.

il) Zu allen z',2" € Q, allen € > 0 und allen g € C(Q) gilt es ein ¢ € F mit |p(z') — g(z')| < € und
lp(2") —g(a")| < e

Dann gibt es zu jedem € > 0 und jedem g € C(Q) eine Funktion f € F mit ||f — gllco < & (d.h. F liegt dicht
in C(Q))-

Beweis. a) Seien € > 0 und g € C(Q) gegeben. Ferner sei ' = x¢ € @ fest vorgegeben, wihrend der zweite
Punkt "' = y € @ im Folgenden variabel gehalten wird. Nach Voraussetzung ii) existiert eine Funktion
h=h(-;z0,y,e) mit

|h(z0) — g(zo)| <&, |h(y) —g(y)| <e.
Aus der letzten Ungleichung folgt insbesondere g(y) — e < h(y). Wegen der Stetigkeit von h,g gilt diese
Ungleichung in einer gesamten Umgebung U(y) von y :

g(x) —e < h(x) fiir alle z € U(y).

Fiir jedes y € @ existiert eine Funktion h = h(-;zo,y,¢), die diese Ungleichung in einer bestimmten
Umgebung erfiillt. Da UyEQ U(y) die kompakte Menge @ iiberdeckt, kann man eine endliche Teilmenge
{U(y;) :i=1,...,n} auswihlen, die @ ebenfalls iiberdeckt:

Ui:l,...,n Ulyi) > Q-
Zu jedem y; gehort eine Funktion h(-;zg,y;, &) € F mit
g(z) —e < h(z;20,Yi,€) fiir alle z € U(y;).
Nach Voraussetzung i) gehort h(-;z,e) := Max;=1,... nh(-;Zo,¥s,€) wieder zu F und erfiillt
g(x) —e < h(x; x0,€) fiir alle z € Q.

b) Nun wird auch der Parameter o zu einer Variablen in @ gemacht. Da alle h(-;zo,y;,e) die Funktion g
auch in xy approximieren, gilt g(zo) + & > h(xo;zo,€). Wieder gibt es eine Umgebung V'(xy), sodass

g(x) + &> h(z;z0,€) fiir alle € V().
Wie im Teil a) findet man eine endliche Uberdeckung {V (z;) : i = 1,...,m} von Q. Die Funktion
fi=Min_y_nh(-;a,6)

gehort wieder zu F und erfiillt g + ¢ > f. Da jedes h(-;x;,e) der Ungleichung g — e < h(-;z;,¢) aus
Teil a) geniigt, folgt auch g — e < f. Zusammen erhélt man ||f — g|lo < &, d.h. f € F ist die gesuchte
Approximierende. [

25Karl Theodor Wilhelm Weierstra}, geb. 31. Okt. 1815 in Ostenfelde, gest. 19. Febr. 1897 in Berlin
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Bemerkung 2.5.3 Anstelle des Abschlusses beziiglich Max und Min kann man dquivalent fordern, dass F
beziiglich der Absolutbildung abgeschlossen ist:

fer = |fleF,
wobei | f| punktweise definiert ist: |f|(x) := |f(z)| fir alle x € Q.

Beweis. Man beachte Max(f,g) = % (f + g)+3|f—g| und Min(f, g) = 3 (f + g)—3|f—g| bzw. in umgekehrter
Richtung |f| = Max(f, —f). ]

Die Addition und Multiplikation von Funktionen sei punktweise definiert: (f + g) () = f(z) + g(z),
(f-9) () = f(z)g(z), z € Q. Entsprechend ist die Multiplikation mit Zahlen aus dem Korper K punktweise
definiert: (Af) (z) = Af(z).

Definition 2.5.4 (Algebra von Funktionen) FEine Menge A von Funktionen heifit eine Algebra, falls sie
(ohne die Multiplikation) ein Vektorraum iber K ist und zusdtzlich die Multiplikation erlaubt.

Beispiel 2.5.5 Algebren werden gebildet von allen a) stetigen Funktionen auf Q C R (keine Kompaktheit
vorausgesetzt), b) beschrinkten Funktionen auf Q C R?, ¢) Polynomen, d) trigonometrischen Funktionen.

Im Falle von d) hat man zu zeigen, dass z.B. das Produkt sin(nz)cos(mz) (n,m € Ny) wieder eine
trigonometrische Funktion ist. Dies folgt aber aus 2sin(nx) cos(mz) = sin ((n + m)z) + sin ((n — m)z).

Ist A C C(Q) eine Algebra, so wird der Abschluss A (beziiglich der Maximumnorm ||-||__) als abgeschlos-
sene Hiille der Algebra A bezeichnet.

Ubungsaufgabe 2.5.6 Mit A ist auch A eine Algebra stetiger Funktionen, d.h. f,g € A impliziert f+g € A
und f-g € A

Lemma 2.5.7 (Weierstra}) Sei A C C(Q) eine Algebra. Dann gilt fiir alle f € A, dass |f| € A.

Beweis. a) Eine einfache Skalierungsiiberlegung ergibt, dass es reicht, die Behauptung fiir f € A mit || f|,, <
1 zu zeigen.

b) Sei ¢ > 0 gegeben. Die Funktion T'({) := +/( + &2 ist in der komplexen Halbebene Re( > —&2
holomorph. Die Taylor-Reihe 3" v, (z — £)" fiir T'(z) hat den Konvergenzradius 1 + ¢? und konvergiert im
Intervall [0, 1] gleichméBig. Es gibt daher ein endliches Taylor-Polynom P,, vom Grad n, sodass

‘\/a:+62—Pn(ar)‘§s fiir alle 0 < x < 1.
c) Ersetzen von z durch z? liefert
‘ $2+62—Pn($2)‘§6 fiiralle —1 <z < 1.

Der Spezialfall z = 0 zeigt |e — P,(0)| < € und damit |P,(0)| < 2e. Das Polynom Q2,(z) := P,(z?) — P,(0)
vom Grad 2n hat einen verschwindenden absoluten Term und erfiillt

‘\/372 +e2 - an(a:)‘ < ‘\/272 +e2 — Pn(a72)‘ +|P,(0)] < 3¢ fir alle —1 <z <1.
Mit

VT -1

ergibt sich schlieflich die Ungleichung

g2 g2
< —=¢ firalle —1<z<1
Va2 +e2+ || ~ € =% =
‘IwI—Q%(x)‘ <4e firalle —1<z<1.

d) Fiir f mit [|f|| < 1erfiillt f(£) (£ € Q) die Ungleichung —1 < f(£) < 1, sodass in der vorhergehenden
Ungleichung = = f(£) gesetzt werden kann:

1£(©)] = Qualf(€)] < 4= firalle € Q.
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Wegen® Qun(£(€) = Ty gy (FE) = (S0, 40 ?) (€), gehiort Qon(f) wieder zu A und erfillt die
Abschitzung || f| — Q2n(f)| < 4e. Da € > 0 beliebig, liegt | f| im Abschluss von A. ]

Wir beweisen nun den Satz von Weierstraf in der verallgemeinerten Form von Stone?7:

Satz 2.5.8 (Stone - Weierstrafl) Vorausgesetzt seien
i) Q C R? sei kompakt,
ii) A sei eine Algebra von auf Q stetigen Funktionen (d.h. A C C(Q)),

iii) A trenne die Punkte von Q, d.h. zu jedem Punktepaar z',z" € Q mit ' # " existiert ein f € A mit

f(@') # f(2").

Dann gilt fiir die abgeschlossene Hiille A entweder A = C(Q) oder es gibt ein zo € Q, sodass
A={f€C(Q): f(xo) = 0}. (2.5.1)

Beweis. a) Nach Lemma 2.5.7 und Bemerkung 2.5.3 erfiillt 7 = A die Voraussetzung i) aus Lemma 2.5.2.
Sobald auch ii) aus Lemma 2.5.2 gezeigt ist, folgt F = C(Q). Da F = A schon abgeschlossen ist, wire der
erste Fall A = C(Q) bewiesen.

b) Zum Beweis von ii) aus Lemma 2.5.2 betrachten wir die folgende Alternative: Entweder gibt es zu
jedem z € @ ein f € A mit f(z) # 0 oder es existiert ein o € @ mit f(zo) = 0 fiir alle f € A. Die erste
Alternative wird in Teil ¢) untersucht, die zweite in Teil d).

c) Die erste Alternative sei vorausgesetzt. Wir werden zuniichst beweisen:

Zwischenbehauptung: Zu Punkten z’, 2" € Q mit 2’ # 2" aus Voraussetzung ii) von Lemma 2.5.2 existiert
ein f € Amit 0# f(z') # f(z") #0.

Beweis der Zwischenbehauptung. Die Trennungseigenschaft iii) aus der Voraussetzung zeigt f(z') # f(z"')
fiir ein geeignetes f. Sei f(z') = 0 angenommen, was f(z'") # 0 impliziert (Der Fall f(z") = 0 ist vollig
analog). Die erste Alternative aus Teil b) garantiert die Existenz eines fo € A mit fo(z') # 0. Die Funktion

Ixi=f—=Afo
hat die Eigenschaften

0 # fr(z") fiir geniigend kleine A, (wegen f(z"') # 0)
(@) # fa(z')  fiir geniigend kleine A, (wegen f(z') # f(2"))
@) =Afo(2') #0  fiir alle X # 0.

Damit gilt fiir hinreichend kleines, aber positives A

0# falz") # fa(z") #0, fr e A

Indem wir f aus der Zwischenbehauptung durch fy ersetzen, ist diese beweisen. [

Sei g € C(Q) die Funktion aus Voraussetzung ii) von Lemma 2.5.2. Fiir das dort geforderte ¢ machen
wir den Ansatz ¢ = af + 3f? mit f aus der Zwischenbehauptung. Mit f gehoren auch f2? und ¢ zu A.
Aus den Bedingungen ¢(z') = g(z') und ¢(z") = g(z") ergibt sich ein 2 x 2-Gleichungssystem fiir «, 5. Da
die Determinante f(z')f2(2") — f(z")f?(2") = f(2')f(2") [f(z") — f(2")] von null verschieden ist, ist die
Losbarkeit gesichert. Damit ist die Voraussetzung ii) von Lemma 2.5.2 sogar fiir € = 0 erfiillt und Teil a)
zeigt A = C(Q).

d) Die zweite Alternative sei angenommen: Es existiert ein zp € Q mit f(zo) = 0 fiir alle f € A. Sei
Te C(Q) die Funktion mit dem konstanten Wert 1. Sei A* die von A und {I} erzeugte Algebra: Sie lautet
explizit A* = {f = g+ AI: g € A, X € K}. Offenbar existiert zu jedem = € @Q ein f € A* mit f(z) # 0
(ndmlich f =1). Damit trifft auf A* die erste Alternative zu. Der bisherige Beweis zeigt A* = C(Q).

26Hier wird wesentlich ausgenutzt, dass go = 0, da f® = 1 nicht notwendigerweise der Algebra .A angehoren muss.
2"Marshall Harvey Stone, geb. 8. April 1903 in New York, gest. 9. Jan. 1989 in Madras
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Sei g € C(Q) eine beliebige Funktion mit g(zg) = 0, d.h. aus der rechten Seite von (2.5.1). Wegen
g € C(Q) = A* existiert zu jedem € > 0 ein f* € A* mit [|g — f*||,, < e. Nach Definition von A* l4sst sich
frals f*=f+ Al mit f € A schreiben. Damit gilt

lg = f =AMl <e.

Insbesondere gilt bei zo, dass |g(zo) — f(20) — A| = |A| < e. Zusammen erhélt man ||g — f||, < 2¢, wobei
f € A. Dies beweist (2.5.1). =

Fiir den Beweis des Satzes 2.5.1 setze man @ = [0, 1] (kompakte Teilmenge des R') und A als Algebra
aller Polynome. Fiir diese Algebra ist die Voraussetzung iii) aus Satz 2.5.8 mit f(z) = z erfiillt. Also muss
eine der beiden Alternativen A = C(Q) oder (2.5.1) gelten. Da die konstante Funktion T zu A gehort, ist
(2.5.1) ausgeschlossen und A = C(Q) gezeigt.

2.6 Konvergenzbeweis

An die Definition 2.3.2 sei erinnert: @), ist konvergent, falls fiir jedes f € C([0,1]) gilt, dass @Q,(f) —

fol f(x)dz. Bisher war noch offen, ob diese Eigenschaft erfiillbar ist. Das positive Resultat enthiilt der folgende
Satz, der dem Muster
Konsistenz + Stabilitit —> Konvergenz (2.6.1)

folgt.

Satz 2.6.1 (Konvergenzsatz) Ist die Familie {Q,, : n € No } von Quadraturformeln konsistent und stabil,
so ist sie auch konvergent.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Zu zeigen ist, dass fiir alle f € C([0,1]) ein ng existiert, sodass
‘Qn(f) — fol f(a:)da:‘ < e fiir n > ng. Mit einem beliebigen Polynom P gilt dank der Dreiecksungleichung

‘Qn(f) - ' fa)ds

- ‘Qn(f) - Qu(P)+Qu(P) - | ' Pla)ds + / ' Pla)de / ' fa)ds

/:P(:U)dw _ /01 f(@)de

Wir wihlen P gem#f Satz 2.5.1 so, dass ||f — P||, < &/ (1 + Cstan), wobei Cyiap, die Stabilitéitskonstante
sei. Nun kann der erste Summand |Q,(f) — Qn(P)| laut Korollar 2.4.5 durch Cyp ||f — Pl <
€Cstab/ (1 + Cstab) abgeschiitzt werden.

Mit P ist auch grad(P) fixiert. Wegen g(n) — oo gibt es ein ng, sodass g(n) > grad(P) fiir alle n > nyg.

Die Konsistenz garantiert damit Exaktheit der Quadratur: ‘Qn(P) - fol P(m)dm‘ = 0.

< IQn(f)—Qn(P)IJr‘Qn(P)— / Pla)da] +

Bemerkung 2.4.1 liefert ‘fol P(z)dr — fol f(a?)da?‘ <||f = Pllo, <€/ (1+ Csap) fiir den letzten Summan-

den.
Damit ist die Summe der drei Terme beschrinkt durch -=Satab 4 £
14+Cstab 14+Cstab

Gemif Satz 2.6.1 ist die Stabilitdt hinreichend fiir Konvergenz. Als Niichstes soll gezeigt werden, dass
die Stabilititsbedingung (2.4.5) auch notwendig fiir die Konvergenz ist. Hierfiir benotigen wir einen weiteren
Satz der Funktionalanalysis.

=£&. ]
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2.7 Satz von der gleichméfligen Beschrinktheit

Zunichst sei an einige Notationen erinnert.

X heifit normierter Raum (in voller Schreibweise wire X durch (X,]|-||]) zu ersetzen), falls auf dem
Vektorraum X eine Norm ||-|| definiert ist. Im Zweifelsfall wird diese Norm als ||-||, notiert.

X heifit Banach-Raum, falls X normiert und vollstindig ist (“vollstindig” bedeutet, dass alle Cauchy-
Folgen in X konvergieren).

Mit L(X,Y) wird die Menge der linearen und stetigen Abbildung von X nach Y bezeichnet.

Bemerkung 2.7.1 a) Sind X,Y normiert, so ist auch L(X,Y) normiert. Die zugehdrige “Operatornorm”
eines T € L(X,Y) lautet
IT'z]]y

zeX\{0} ||33||X .

b) Die definitionsgemdfl stetigen T : X — Y aus L(X,Y") fiihren immer auf ein endliches Supremum (2.7.1).
Ist umgekehrt fiir ein lineares T : X — Y der Ausdruck in (2.7.1) endlich (d.h. T beschrinkt), so ist T auch
stetig.

17l = (2.7.1)

Der Satz von der gleichmifligen Beschrénktheit geht auf Banach?® und Steinhaus?® zuriick und lautet:

Satz 2.7.2 Vorausgesetzt seien (a) X ist Banach-Raum, (b)Y ist normierter Raum, (¢) T C L(X,Y) ist
eine (im Allgemeinen unendliche) Teilmenge von Abbildungen, (d) fir alle x € X gelte suppcs ||Tz|ly, < 0.
Dann ist T gleichmdflig beschrinkt, d.h. suppcr||T|| < oo.

Zunichst einige Anmerkungen. Sei K die Einheitskugel K := {z € X : ||z|| = 1}. Die Definition (2.7.1)
fithrt sofort auf

7|l = sup || Tzl -
zeEK

Die Aussage des Satzes lautet sup;csup,cx ||[T2|] < oo. Da sich die Suprema vertauschen lassen, kann
man auch sup, ¢ g supper [|T2|| < oo schreiben. Vorausgesetzt ist nur C'(z) := supyer [|Tz|| < oo, d.h. die
Funktion C'(z) ist punktweise beschrinkt. Dass C'(z) auf K gleichméBig beschriinkt ist, ist eine erstaunliche
Eigenschaft. Nur in dem Falle, dass X ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, liele sich ein einfacher
Beweis finden, indem man suppcr ||Th;||y < oo fiir alle Basisvektoren b; (i = 1,...,n) ausnutzt.

In den spéteren Anwendungsfillen wird eine speziellere Variante des Satzes verwandt.

Korollar 2.7.3 XY seien wie in Satz 2.7.2. Ferner gelte fir T,T, € L(X,Y) (n € N) entweder a) fiir
alle z € X ist {T,,x} eine Cauchy-Folge oder b), es gebe ein T € L(X,Y) mit T,x — Tx fir alle x € X.
Dann gilt sup,,cy ||T5|| < oo.

Beweis. In diesem Fall ist T = {T}, € L(X,Y) : n € N} abzidhlbar unendlich. a) Da jede Cauchy-Folge

beschrinkt ist, folgt die Beschrénktheit sup,, oy ||Tn2|ly < 00, sodass Satz 2.7.2 anwendbar ist. Die Voraus-

setzung b) impliziert a). ]
Der Beweis des Satzes 2.7.2 benstigt zwei weitere Sétze zur Vorbereitung.

Satz 2.7.4 (Bairescher Kategoriensatz)3X # () sei vollstindiger metrischer Raum. Ferner habe X die
Darstellung

X = U Ay, mit abgeschlossenen Mengen Ay,.
keN

Dann ezistiert mindestens ein ko € N, sodass Ay, # 0 (A, bezeichnet das Innere von Ay,).

28Stefan Banach, geb. 30. Mirz 1892 in Krakau, gest. 31. Aug. 1945 in Lemberg (Lwow)
29Hugo Dyonizy Steinhaus, geb. 14. Jan. 1887 in Jaslo (Galizien), gest. 25. Feb. 1972 in Breslau
30René-Louis Baire, geb. 21. Jan. 1874 in Paris, gest. gest. 5. Juli 1932 in Chambéry
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Beweis. a) Fiir den indirekten Beweis nehmen wir A}, = 0 fiir alle k¥ an. Wir wiihlen eine nichtleere, offene
Menge U C X und ein k € N. Da A;, abgeschlossen, ist U\ A, wieder offen und nichtleer (sonst wiirde A4; die
offene Menge U enthalten, d.h. A, D U # ). Da U\ A, offen, enthiilt es eine abgeschlossene Kugel K, (z)
mit Radius € > 0 und Mittelpunkt z. O.B.d.A. kann € < 1/k gew&hlt werden.

b) Ausgehend von gp := 1, 2o := 0 wihlen wir gemif a) per Induktion

ng (Cﬂk) - Kak,l(wk—l)\Ak und g < 1/k.

Da z, € K., (z,) fiir £> k und €, — 0 (k — 00), ist {z;} eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstindigkeit
gegen ein x := limz;, € X konvergieren muss und fiir alle k zu K, (z;) gehort. Da K., (zx) N Ay = 0 nach
Konstruktion, folgt # ¢ (J,cyy Ax = X, was den Widerspruch ergibt. ]

Satz 2.7.5 Sei X sei vollstandiger metrischer Raum und Y ein normierter Raum. Fiir eine Teilmenge
F C C%X,Y) der stetigen Abbildungen gelte sup sz || f(x)|ly < oo fir alle x € X. Dann existieren xo € X
und €9 > 0 so, dass

sup  sup || f(2)|ly < oo. (2.7.2)
z€K.(zo0) fer

Beweis. Man setze Ay := (\;cr{z € X : ||f(z)|ly < k} fiir & € N und iiberpriife, dass A, abgeschlossen
ist. Geméfl Voraussetzung muss jedes z € X zu einem der Ay, gehoren, d.h. X = |J; cy A Damit sind die
Voraussetzungen von Satz 2.7.4 erfiillt. Demnach gilt Ay, # 0 fiir mindestens ein ky € N. Nach Definition
der Ay, gilt zudem SUP,c 4, SUPfecr | f(z)lly < ko. Man wéhle eine Kugel mit K. (zo) C Ag,. Dies liefert
die gesuchte Ungleichung (2.7.2) mit der Schranke < k. ]

Um den Satz 2.7.2 zu beweisen, beachten wir, dass ein Banach-Raum auch ein vollstindiger me-
trischer Raum ist und L(X,Y) C C°X,Y), sodass T = JF gesetzt werden kann. Die Vorausset-
zung supscr ||f(z)lly < oo ist zu supper||Tzlly, < oo &quivalent. Das Resultat (2.7.2) wird zu

SUD, e K. (ag) SUPTET |ITx|ly < oo. Fiir ein beliebiges £ € X\ {0} gehort z¢ := zo + HETT)(f zu K., (zo0), sodass

1T€lly _ 1 1
=—||T(z¢g — — (|ITz + [Tz

s = o I e =20l < = (ITael + I Tzolly)

fiir alle T € T und alle £ € X\{0} gleichméBig beschrénkt ist. Damit ist sup  sup HHJ;&HHY = su p 1T < oo.
TeT ¢eX\{0} X Te

2.8 Notwendigkeit der Stabilititsbedingung, Aquivalenzsatz
X = C([0,1]) zusammen mit der Maximumnorm ||-|| ist ein Banach-Raum, Y := R ist normiert (Norm ist
der Absolutbetrag). Die Abbildungen f € C([0,1]) — I(f fo z)dr € Rund f € C([0,1]) = Qn(f) € R

sind lineare und stetige Abbildungen, gehéren also zu L(X Y) Nach Bemerkung 2.7.1b ist die Stetigkeit zur
Beschranktheit dquivalent, die wir im folgenden Lemma quantifizieren.

Lemma 2.8.1 Die Operatornormen von I und Q,, € L(X,Y) sind
n
1l=1,  Qull =Cn:=>_ lain|-
i=0

Beweis. Die Abschétzungen [|I|| < 1 und ||@n]] < C, sind mit den Abschéitzungen (2.4.1) aus Bemerkung
2.4.1 und (2.4.4) #quivalent. Gemi Ubungsaufgabe 2.4.2 ist C,, die kleinstmdgliche Konstante, was ||Qy|| =
C, impliziert. Das Beispiel f = 1 zeigt, dass 1 die beste Schranke fiir ||7f||.. /|| fll,, ist, d.h. ||I|| =1 |

Nun setzen wir in Korollar 2.7.3 T := I und T, := @,. Die Konvergenz der Quadraturfamilie {Q,}
schreibt sich als @, (f) = I(f). Aus Korollar 2.7.3 folgern wir sup,cy ||T%|| < oo. Nach obigem Lemma
bedeutet dies sup,,cy Cr < 00 und ist mit der Stabilitidtsbedingung aus Definition 2.4.3 identisch. Damit ist
der folgende Satz bewiesen:

Satz 2.8.2 (Stabilitidtssatz) Die Familie {Q,} von Quadraturverfahren sei konvergent. Dann ist {Qn}
auch stabil.
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Es wurde bereits ”Konsistenz + Stabilitit => Konvergenz” (vgl. (2.6.1)) bewiesen. In Satz 2.8.2 haben
wir ”Stabilitit <= Konvergenz” bewiesen. Zusammen ergibt sich der Aquivalenzsatz.

Satz 2.8.3 (Aquivalenzsatz) Die Konsistenz der Familie {Q,} von Quadraturverfahren sei vorausgesetzt.
Dann sind Stabilitit und Konvergenz dquivalent.

2.9 Modifizierte Definitionen fiir Konsistenz und Konvergenz

Die Begriffe ‘Konsistenz’ und ‘Konvergenz’ kénnen noch etwas besser getrennt werden, ohne dass die bishe-
rigen Aussagen falsch werden.

Der bisherige Begriff der Konvergenz enthielt nicht nur, dass die Folge @,, (f) konvergent ist, sondern
auch dass sie das gesuchte Integral fol f(z)dx als Grenzwert besitzt. Dieser zweite Teil wird in der folgenden,
modifizierten Form ausgespart:

{Q.} ist konvergent, wenn fiir alle f € C([0,1]) die Folge {Qn(f)} eine Cauchy-Folge ist. (2.9.1)

Im bisherigen Begriff der Konsistenz spielten die Polynome eine Schliisselrolle. Die Polynome kommen
ins Spiel, da wir von der interpolatorischen Quadratur ausgehen, die auf der Polynominterpolation beruht.
Fiir eine interpolatorischen Quadratur, die z.B. die trigonometrische Interpolation verwendet, wiirde die
Konsistenz im Sinne von Definition 2.2.1 nicht gelten. Wie anschliefend an Satz 2.5.1 vermerkt, zdhlt bei
den Polynomen die Eigenschaft, in C'([0, 1]) dicht zu liegen. Man kann die Polynome durch jede andere dichte
Teilmenge ersetzen. Damit erhilt man eine Verallgemeinerung des Konsistenzbegriffes:

{Qn} ist konsistent, wenn es eine dichte Teilmenge X, C C([0,1]) gibt, sodass (2.9.2)

Qn(f) — /01 f(z)dx fiir alle f € X.

Man beachte, dass wir gleichzeitig die Exaktheit Q,(f) = fol f(z)dz fiir n > ng durch die allgemeinere
Konvergenz ersetzt haben.

Die Stabilititseigenschaft bleibt unveréindert.

Die bisherigen Sitze lassen sich dann wie folgt umformulieren.

Satz 2.9.1 a) {Q,} sei konsistent im Sinne von (2.9.2) und stabil. Dann ist es konvergent im Sinne von
(2.9.1) und dariber hinaus ist lim,_, Qn(f) = fol f(z)dz der gewiinschte Integralwert.

b) {Qn} sei konvergent im Sinne von (2.9.1). Dann ist {Q,} auch stabil.

¢) Unter der Voraussetzung der Konsistenz im Sinne von (2.9.2), sind Stabilitit und die Konvergenz
(2.9.1) dquivalent.

Beweis. a) Es braucht nur lim,,_, ., Q,(f) = fol f(z)dx gezeigt zu werden, da dies (2.9.1) impliziert. Seien

f € C([0,1]) und € > 0 vorgegeben. Da X aus (2.9.2) dicht ist, gibt es ein g € Xo mit [|f — gll., < sp765>

wobei Cgtap die Stabilitétskonstante ist. Geméfl (2.9.2) gibt es ein ng, sodass ‘Qn(g) - fol g(a:)da:‘ < 5 fiir

alle n > ng. Die Dreiecksungleichung liefert die gewiinschte Abschiitzung
1 1 1
<10u(1) = Qulo)l + |@nle) - [ ae)ts| +| [ atarte - [ s)ta
0 0 0
€.

€
SCstab||f_g||oo+§+||f_g”oo <
1f=9llo <e/[2(14+Cstan)]

‘Qn(f) - ' fa)da ¥

b) Konvergenz im Sinne von (2.9.1) garantiert, dass {Q,(f)} fiir alle f € C([0,1]) eine Cauchy-Folge ist.
Da Cauchy-Folgen beschrinkt sind, ist Korollar 2.7.3 anwendbar und liefert sup,,cy, ||@nll = sup,en, Cn <
00, d.h. die Stabilitét.

c) Der Teil c) folgt aus den Teilen a) und b). ]

Abschlieflend sei eine mogliche Anwendung der verallgemeinerten Begriffe gegeben. Um die Schwierig-
keiten, die sich aus der Instabilitit der Newton-Cotes-Formeln ergeben, zu vermeiden, werden gerne sum-
mierte Formeln angewandt. Das bekannteste Beispiel ist die summierte Trapezformel, bei der auf jedem
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Teilintervall [i/n, (i + 1) /n] die Trapezformel verwendet wird. Die summierten Trapezformeln definieren
wieder eine Familie {Q,}. Sie ist nicht konsistent im Sinne der Definition 2.2.1, da aufler den konstanten
und linearen Funktionen keine weiteren Polynome exakt integriert werden. Stattdessen gehen wir zuriick zur
Formulierung (2.3.1) des Quadraturfehlers. Die Standardabschiitzung besagt, dass

ain [

fir alle f € C?%([0,1]). Die Teilmenge C?([0,1]) ist dicht in C([0,1]) (einfachster Beweis: C*([0,1]) D
{Polynome} und letztere sind nach Satz 2.5.1 schon dicht). Damit erfiillen die summierten Trapezformeln
{Q,} die Konsistenzbedingung (2.9.2) mit X, = C?([0, 1]). Die Stabilitét von {Q,} ergibt sich sofort aus
Folgerung 2.4.6a, da alle Gewichte positiv sind und @, (1) = 1. Aus Satz 2.9.1a folgern wir die Eigenschaft

) — fo r)dxr fiir alle stetigen f.

1f"llo =0 (2.9.3)

122

2.10 Weitere Anmerkungen

Wihrend Abschiitzungen wie (2 9. 3) die Konvergenz in ihrer quantitativen Form beschreiben, fehlt diese
ganz fiir die Aussage Q,(f) — fo x)dz. Nicht quantitative Konvergenzbeschreibungen sind in numerischen
Anwendung wenig aussagekraftl Wenn man nicht weif}, ob ein Fehler e = 0.01 schon bei n = 5, bei n = 10°
oder vielleicht erst bei n = 10! erreicht wird, ist wenig geholfen.

Deshalb sei abschlieflend die Frage gestellt, ob etwas {iber die Konvergenzgeschwindigkeit von @, (f) —
fo x)dx bei allgemeinem f € C([0,1]) ausgesagt werden kann. Die Konvergenzgeschwindigkeit kénnte

durch eine Nullfolge ,, beschrieben werden: ‘Qn - fo da:‘ < en||fll, - Die Antwort hierauf ist bereits

in Bemerkung 2.3.1 gegeben worden: Wenn ‘Qn fo da:‘ <enl|fll, fir alle f € C([0,1]) gelten soll,

muss notwendlgerweise €n > 1 gelten, was jede Nullfolge ¢, ausschliefit. Folglich kann die Konvergenz
) — fo x)dx beliebig langsam erfolgen.

Elne andere Fragestellung, die positiv beantwortet werden kann, ist die folgende. Aufgrund weiterer
Stérungen mag es sein, dass wir nicht @, (f), sondern @, (f,) mit f, — f berechnen. Lisst sich wieder

limy, 00 Qn(frn) = fo z)dz zeigen?

Satz 2.10.1 Die Familie {Q,, : n € No} von Quadraturformeln sei konsistent und stabil, ferner gelte f,, — f
fiir eine Folge von f, € C([0,1]). Dann konvergiert auch Qn(fn) gegen fo x)dx.

Beweis. Die bisherigen Uberlegungen garantieren Q,,(f) — fo x)dz. Dank der Stabilitit ist die Storung
|@n(fr) — Qn(f)| durch Cseap || fr — fll., — 0 beschrénkt und eine Nullfolge ]

Ein mogliche Anwendung dieses Resultates, bei der @),, auf unterschiedliche f,, angewandt wird, konnte
wie folgt aussehen. Sei ¢, — oo eine Folge von natiirlichen Zahlen und f, die Computer-Realisierung von
[ in einer t,-stelligen Arithmetik, sodass ||f,, — f||., < C27'». Mit der Erhéhung der Zahl der Quadra-
turstiitzstellen wird also gleichzeitig die Maschinengenauigkeit erhoht.
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3 Interpolation

3.1 Interpolationsaufgabe

Die iibliche lineare®! Interpolationsaufgabe ist durch einen Vektorraum V,, C C([0,1]) und eine disjunkte
Stiitzstellenmenge {z;, € [0,1] : 0 < i < n} charakterisiert. Zu einem Tupel {y; : 0 < i < n} von
“Funktionswerten” ist eine Interpolierende g € V,, mit der Eigenschaft g(z; ) = y; (0 < i < n) gesucht.

Ubungsaufgabe 3.1.1 a) Die Interpolationsaufgabe ist genau dann fir alle Tupel {y; : 0 <1i < n} losbar,
wenn Xy, := {(g(xin));_q € R"' : g € V,} die Dimension n + 1 hat.
b) Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig ldsbar, wenn auflerdem dimV,, =n + 1.

Im Falle dim V,, = n + 1 kann die Interpolationsaufgabe auf ein Gleichungssystem der Dimension n + 1
zuriickgefiihrt werden, sodass es bekanntlich zwei Alternativen gibt: Die Interpolationsaufgabe ist allgemein
losbar (d.h. fiir beliebige y; gibt es genau eine Interpolierende) oder nicht (dann braucht keine Interpolierende
7u existieren, wenn sie existiert, ist sie nicht eindeutig).3

Die Polynominterpolation ergibt sich fiir V,, = {Polynome vom Grad < n} und ist stets lsbar.

Im Weiteren wird die eindeutige Lésbarkeit angenommen.

Indem man die speziellen Werte y; = 6;; (j fest, d;; Kronecker-Symbol) interpoliert, erhilt man die
Interpolierenden ®;,, € V,,, die hier Lagrange-Funktionen genannt seien.

Ubungsaufgabe 3.1.2 a) Die Interpolierende zu beliebigen y; (0 < i <n) ist
n
o= yi®in €V
i=0

b) Im Falle der Polynominterpolation ist
Lin(@)=du@):= [ =2 (3.1.1)
jeto gy T
das Lagrange-Polynom.

Zu einer stetigen Funktion f definieren wir

n

I(f) ==Y f(@in)®in (3.1.2)

i=0

als Interpolierende zu y; = f(z; ). Damit ist I, : C([0,1]) — C([0, 1]) eine Abbildung der stetigen Funktio-
nen in sich.

Ubungsaufgabe 3.1.3 a) I, : C([0,1]) — C([0,1]) ist stetig und linear, also I, € L(X,X) fir X =
¢((0,1]).
b) I, ist Projektion, d.h. 1,1, = I,.

Nach den Vorbereitungen des vorigen Kapitels konnen wir die Begriffe Konvergenz, Konsistenz und
Stabilitéit schnell einfiihren. Hierbei ist wesentlich, dass wir nicht nur eine Interpolation I,, haben, sondern
eine Familie {I,, : n € Ny} von Interpolationen.

3.2 Konvergenz
Definition 3.2.1 FEine Familie {I,, : n € Ny} von Interpolationen heifit konvergent, falls
I,(f) fir alle f € C([0,1]) eine Cauchy-Folge bildet.

Die Absicht ist natiirlich, dass I,(f) — f, aber hier reicht die Konvergenz ohne Fixierung des Grenz-
wertes.

31Das Wort “linear” bezieht sich auf den zugrundeliegenden linearen Raum, nicht auf lineare Funktionen.
32Vgl. Kapitel 2 in Stoer: Einfihrung in die Numerische Mathematik I. Springer-Verlag, Berlin, 8. Auflage, 1999
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3.3 Konsistenz
Wir folgen dem Vorbild von (2.9.2):

Definition 3.3.1 Fine Familie {I,, : n € Ny} von Interpolationen heifit konsistent, wenn es eine dichte
Teilmenge Xo C C([0,1]) gibt, sodass

I,(9) > ¢ fiir alle g € Xp.
Ubungsaufgabe 3.3.2 Sei {I,} die Interpolation mit Polynomen vom Grad < n. Man zeige, dass die
Definition 3.5.1 fiir Xo := {Polynome} zutrifft.

3.4 Stabilitit

Zunichst charakterisieren wir die Operatornorm ||I,,]|.

Lemma 3.4.1 Es gilt |1, = [|[> 120 |®in ()|l mit @i, aus (8.1.2).

Beweis. a) Wir setzen Cy, := |31 [®:,,(-)|l| - Fiir beliebiges f € C([0,1]) gilt

n

Z f(mz,n) i, n

=0

[ (f)(2)] =
N
<Nl

Da dies fiir alle z € [0, 1] gilt, folgt [[1,(f)|| < Cn ||fllo, und [|1,]| < Cp.
b) Die Funktion Y ;" |®;,(-)| sei bei zp maximal: Y . [®;,(20)| = C. Man withle f € C([0,1]) mit
Ifll =1 und f(z;,) = sign(®; n(xo)). Dann ist

fozn anUO

d-h. |10 ()l = Cn [ fllo fiir dieses f. Fiir [[In || = supreco,i (o3 1n(Hllso / 1flloo folgt [Inll = Chn.
c) Die Teile a,b ergeben zusammen die Behauptung ||I,|| = C». |
Die Stabilitét besteht wieder in der Beschrinktheit der Folge {C), }:

SZ (@in)| [®in ()] < |IFll Z|¢zn )< Ifll
=0

Z|¢znw0 | =Cn=Cnllflle:

Definition 3.4.2 FEine Familie {I, : n € Ny} von Interpolationen heifst stabil, wenn

Z |(I)z7n()|

Cstab 1= sup Cp < 00 fir C, = ||In|| =
n€ENp

o0

(Cy, aus Lemma 3.4.1) gilt.

3.5 Sitze
Dem Schema (2.6.1) folgend gilt der

Satz 3.5.1 (Konvergenzsatz) Die Familie {I,, : n € Ny} von Interpolationen sei konsistent und stabil.
Dann ist sie auch konvergent und dariber hinaus gilt I,(f) — f.

Beweis. a) Seien f € C([0,1]) und € > 0 vorgegeben. Es gibt ein g € Xo mit ||f — g||, < m wobei
Cstan die Stabilitatskonstante ist. Geméf Definition 3.3.1 gibt es ein ng, sodass ||I,,(9) — gl|, < 5 fiir alle
n > ng. Die Dreiecksungleichung liefert die gewiinschte Abschétzung

1) = Flloe S W) = ()l + 1Enlg) = glloc + lg =
9
< Cuan If = glloe + 5 + 1 = gl < 3
15 =9lloo <2/[2(1+Cstan)]

Die Stabilitdtsbedingung ist wieder notwendig:
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Lemma 3.5.2 FEine konvergente Familie {I,, : n € Ny } von Interpolationen ist stabil.

Beweis. Da I,(f) eine Cauchy-Folge bilden, sind sie beschrinkt. Man wende Korollar 2.7.3 mit X =Y =
C([0,1]) und T, := I, € L(X;Y) an. |

Zusammen ergibt sich der Aquivalenzsatz:
Satz 3.5.3 (Aquivalenzsatz) Die Familie {I, : n € Ny} won Interpolationen sei konsistent. Dann sind
Konvergenz und Stabilitdt dquivalent.

3.6 Instabilitidt der Polynominterpolation

Wir wihlen die dquidistanten Stiitzstellen z;, = i/n und beschrinken uns auf gerade n. Das Lagrange-
Polynom Lz ,, ist im Teilintervall (0,1/n) besonders groff. In seinem Mittelpunkt gilt

i) - e ﬁ%—j‘:%x%x%x---x@—%)x(%+%>x---x<n—%>
s j n - 2
*2n Z;Q%_% j;95_] [($)!]

IF 5 IF3

Ubungsaufgabe 3.6.1 Man zeige, dass der obige Ausdruck exponentiell divergiert.

Wegen Cp, = 1301 [Lin ()l > 1 L2 nlloe > |L%n(%)| kann die Interpolation nicht stabil sein.

3.7 Stabilitit der stiickweisen Polynominterpolation

Das Intervall [0,1] sei wieder in n Teilintervalle [i/n, (i + 1) /n] zerlegt und in jedem Teilintervall werde
beispielsweise die kubische Polynominterpolation in den Stiitzstellen (z + %) /n (5 = 0,1,2,3) angewandst.
Diese definiere die Interpolation I,,. Aufgrund der iiblichen Fehlerabschitzung gilt

172(9) = 9l < Cn™*lg™]lo = 0.
Wir wihlen daher Xy = C* ([0, 1]) als dichten Teilraum von C([0,1]) und erhalten so die Konsistenz.
Ubungsaufgabe 3.7.1 Man bestimme die Stabilititskonstante der stickweise kubischen Interpolation.

Zusammen mit der Stabilitdt ergibt Satz 3.5.1 die Konvergenz I,,(f) — f fir alle C([0,1]).

3.8 Von punktweiser Konvergenz zur Operatornormkonvergenz

Wie in §2.10 schon fiir die Quadratur ausgefiihrt, hat man nur die punktweise Konvergenz I,(f) — f
(f € X), nicht aber die Operatornormkonvergenz ||I,, — id|| — 0. Allerdings gibt es Situationen, wo sich die
punktweise Konvergenz in Operatornormkonvergenz umwandeln 188t.

Ein Operator K : X — Y heiit kompakt, wenn das Bild B := {Kf : ||f||x < 1} prikompakt?® ist.
Der folgende Satz wird fiir eine beliebige, punktweise konvergente Folge A,, : Y — Z formuliert. Man kann
sowohl an den Interpolationsoperator A, = I, (Y = Z = C([0,1])) als auch an die Quadratur 4, = @,
(Y =C([0,1]), Z = R) denken.

Satz 3.8.1 X,Y, Z seien Banach-Rdiume. Fir A, A, € L(Y, Z) gelte die punktweise Konvergenz Apy — Ay
fiir alle y € Y. Ferner sei K : X — Y kompakt. Dann konvergieren die Produkte P, := A,K in der
Operatornorm gegen P := AK, d.h. ||P,, — P|| — 0.

Der Beweis wird mit dem folgenden Lemma vorbereitet.

Lemma 3.8.2 M C X sei eine prikompakte Teilmenge des Banach-Raumes X. Die Operatoren A, €
L(Y, Z) seien punktweise konvergent gegen A € L(Y,Z) (d.h. Any — Ay fiir alley € Y ). Dann konvergieren
die Folgen {A,x} fiir alle x € M gleichmdfig, d.h.

sup ||Ap2z — Azl|, =0 fiir n — oo. (3.8.1)
zeEM

33 B prikompakt <= B kompakt <= alle Folgen {f;} C B besitzen eine konvergente Teilfolge: limp— oo fi, € B.
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Beweis. a) C' := sup{||4,]|| : n € N} ist endlich (“Stabilitét”, vgl. Korollar 2.7.3). Ferner ist ||A|| < C eine
einfache Folgerung.

b) Fiir den indirekten Beweis wird die Negation von (3.8.1) angenommen: Es gibt ein € > 0 und eine
Teilfolge N' C N, sodass sup, ¢y || 4ny — Ayl|; > ¢ fiir alle n € N'. Daher existieren y, € M mit

|Anyn — Aynll, > /2  fiirallen € N.

Da M prikompakt ist, gibt es eine weitere Teilfolge N’ C N, sodass lim,en- ¥, =: 1 existiert. Man wihle
n € N' mit ||y, —nlly <e/(8C) und ||A,n — An||, < /4. Fiir dieses n ist

[Anyn = Aynll 7 < [1(An = A) (yn = 0)ll7 + (An = A nll < (| Aall + [ AID) lyn = nlly +e/4 < /2
————

<20

im Widerspruch zur vorherigen Abschitzung. ]

Beweis des Satzes 3.8.1. M := {Kz : ||z||x <1} CY ist wegen der Kompaktheit von K priakompakt, sodass
das vorhergehende Lemma anwendbar ist:

1P, — P|| = sup{||Paz — Pall, : = € X, ||| < 1}

3.8.1
= sup{|4n (Kz) — A(K2)||, : 2 € X, ||z]] < 1} = sup{[|Any — Ay, :y € M} ®5 0.
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Einfiihrung
4.1.1 Anfangswertaufgabe

Sei f: R x R — R eine stetige Funktion3*. Gesucht sind im Folgenden stetig differenzierbare Funktionen
y(z), die die gewdhnliche Differentialgleichung

y'(x) = f(x,y(2)) (4.1.1a)

erfilllen. Gegeben einen “Anfangswert” yo an einer Stelle z¢ besteht die “Anfangswertaufgabe” darin, eine
Losung y von (4.1.1a) zu finden, die zusitzlich

y(zo) = yo (4.1.1b)

erfiillt. Ublicherweise sucht man die Losung y nur rechts von zy: entweder in einem endlichen®® Intervall
I := [zg, ] oder im unbeschriinkten Bereich I := [z, 00) . Entsprechend braucht f nur auf I x R definiert
ZUu sein.

Ist f wie oben beschrieben nur stetig, existiert zwar nach dem Satz von Peano®® eine Lésung von (4.1.1a,b)
(in einer Umgebung [zo, 2o + €)), allerdings braucht diese nicht eindeutig zu sein. Eindeutigkeit erzielt man
durch die Voraussetzung, dass f im zweiten Argument Lipschitz-stetig sei. Wir formulieren hier der Einfach-
heit halber die globale Lipschitz-Stetigkeit:>

36

|f(z,y1) — f(z,y2)| < L|y1 — ya| fiirallex €I, y; —y2 € R (4.1.2)

Die Lipschitz-Konstante L wird in den weiteren Untersuchungen mehrfach auftreten. Die eindeutige
Losbarkeit wird ein Korollar eines spiteren Satzes sein (vgl. Korollar 4.3.3 zu Satz 4.3.1).

4.1.2 Einschrittverfahren

Wir wihlen eine feste Schrittweite®® h > 0 und dazu die Stiitzstellen
T; = X9 +th (iEN(),ZIZiEI).

Im Folgenden sollen Niherungen n; von y(x;) berechnet werden. Die Schreibweise 7; unterstellt eine feste
und bekannte Schrittweite h. Wenn es notig ist, schreiben wir statt n; auch n(zg + ih; h). Man beachte, dass
n(x; h) nur auf dem Gitter {zo +ih: i € Ny} definiert ist. Die Hoffnung ist, dass n(z; h) = y(z) bis auf einen
Fehler gilt, der mit h gegen null geht.

Aufgrund des bekannten Anfangswertes yo wird stets

Mo = Yo (4.1.3)

gewdahlt.
Der Prototyp des Einschrittverfahrens ist das Euler- Verfahren®®, das mit (4.1.3) startet und rekursiv
mittels

Nit1 =0 + hf(xi,n:) (4.1.4)

definiert ist.

34Bei einem System von Differentialgleichungen liegt der Definitionsbereich von f in R x R” und die Lésung y € C*(R,R")
ist vektorwertig. Fiir unsere Betrachtungen reicht es aber, den skalaren Fall n = 1 zu betrachten.

35Es kann durchaus sein, dass die Lésung nur auf einem kleineren Intervall [zo, zs) C [70, 2] existiert.

36Giuseppe Peano, geb. 27. Aug. 1858 in Cuneo (Italien), gest. 20. April 1932 in Turin

37Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, geb. 14. Mai 1832 in Konigsberg, gest. 7. Okt. 1903 in Bonn

38In wirklichen Implementierungen ist es ganz wesentlich, variierende Schrittweiten h; = x; 1 —z; zuzulassen, die in geeigneter
Weise adaptiv gewdhlt werden. Fiir die anstehende Diskussion kann aber eine konstante Schrittweite angenommen werden.

39Leonhard Euler, geb. 15. April 1707 in Basel, gest. 18. Sept. 1783 in St. Petersburg
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Ubungsaufgabe 4.1.1 Man betrachte die Differentialgleichung v' = ay (d.h. f(z,y) = ay) mit dem An-
fangswert yo = 1 bei zy = 0, die bekanntlich y(z) = e*® als Lisung besitzt. Welche Lisung ergibt sich fiir
(4.1.4)% Gilt y(xz) —n(z;h) = 0 fir h := z/n > 0 beim Grenzibergang n — oo und h — 0 mit fixiertem
nh = x?

Im allgemeinen Fall ersetzt man die rechte Seite in (4.1.4) durch einen allgemeineren Ausdruck
ho(zi,ni, h; f). Dabei bedeutet das Argument f, dass die Funktion f fiir beliebige Auswertungen innerhalb
seines Definitionsbereiches vor Verfiigung steht.

Definition 4.1.2 Fin allgemeines explizites Einschrittverfahren hat die Form

Ni+1 =M + ho(zi, i, hs f). (4.1.5)

Die praktische Auswertung von ¢ wird hiufig in mehreren Teilschritten vollzogen. Das Heun- Verfahren
verwendet z.B. den Zwischenschritt 7, /o:

h h
Nit+1/2 =1 + §f($i,77i), Nit1 =i +hf(x; + 57771'4-1/2)'

Offenbar ist in diesem Fall ¢(z;, n;, b; f) := f(zi+2%, i+ 2 f(2;,m:)). Das klassische Runge-Kutta- Verfahren
verwendet vier Zwischenschritte.

4.1.3 Mehrschrittverfahren

Der Name “Einschrittverfahren” bezieht sich darauf, dass man ausgehend von (x;,7;) in einem Schritt zu
(®i+1,mi+1) gelangt. Die Vergangenheit {n; : j < i} spielt keine explizite Rolle. Da andererseits die Werte
Nier, Ni—r+1, - - -, Ni—1 Neben 7; zur Verfiigung stehen (r sei eine fixierte natiirliche Zahl), kann man sich fragen,
ob sie fiir die Berechnung hilfreich sind. Tatséchlich erreicht man mit ihrer Hilfe, dass mehr Parameter zur
Verfiigung stehen, was man ausnutzen kann, um die Ordnung des Verfahrens moglichst hochzutreiben.

Das lineare r-Schrittverfahren hat die Form

r—1

Nj+r = — Z OyNjtv + h¢(wj777j+r—17 e My 1 f) (4.1.6)
v=0
(genau genommen ist dies die explizite Form) mit zusétzlichen Konstanten «,, € R fiir j =0,...,7 — 1. Wie
wir sehen werden, stellt
r—1
d a,=-1 (4.1.7)
v=0

eine erste Konsistenzbedingung dar.

Bemerkung 4.1.3 Wegen ({.1.7) reduziert sich das Mehrschrittverfahren (4.1.6) fir r = 1 auf das Ein-
schrittverfahren (4.1.5).

Bemerkung 4.1.4 Im Falle r > 2 kann das Mehrschrittverfahren (4.1.6) nur zur Berechnung der n; fiir
i > r verwendet werden. Die Berechnung der 11,1, ..., n-—1 muss in anderer Weise definiert werden (z.B.
durch ein Einschrittverfahren).

Ein Beispiel fiir ein Zweischrittverfahren ist die Mittelpunktsformel

Ni+2 =N + 2hf(2jt1,m+1), (4.1.8)

dh.r= 27 Qp = _]-7 Q] = 07 ¢(33j,77j+1a77j,h§f) = Qf(l'] + h,77j+1)-

40Die Runge-Kutta-Methode wurde 1901 verdffentlicht. Die Autoren sind:
Carle David Tolmé Runge, geb. 30. Aug. 1856 in Bremen, gest. 3. Jan. 1927 in Gottingen;
Martin Wilhelm Kutta, geb. 3. Nov. 1867 in Pitschen (Oberschlesien), gest. 25. Dez. 1944 in Fiirstenfeldbruck.
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Ein eher zweifelhafter Vorschlag ist die Extrapolation

Nj+e = 2141 — 15, (4.1.9)

dh.r=2, a0 = -2, 00 =1, ¢(xj,nj41,n;, h; f) = 0. Dass dieses Zweischrittverfahren nicht zum Ziel fithren
kann, sieht man ohne eine quantitative Fehleranalyse: Da (4.1.9) nicht von f abhingt, liefert es fiir alle
Differentialgleichungen die lineare Funktion 7; = no+j (m — 1) , wihrend es offenbar Differentialgleichungen
mit andersartigen Losungen gibt.

4.2 Fixpunktsatz und rekursive Ungleichungen

Als Vorbereitung benétigen wir den

Satz 4.2.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Seien X ein Banach-Raum und ¥ : X — X eine stetige und
kontrahierende Abbildung, d.h. es gibt ein Ly € [0,1), sodass

1®(") = ¥(2")lly < Lu 2’ — 2"

fiir alle ', 2" € X. Dann hat die Fixpunktgleichung z = ¥(z) genau eine Lisung, und fir alle Startwerte
xo € X konvergiert die Fixpunktiteration z,+1 = U(z,) gegen diese Losung.

Beweis. a) Seien z', 2" zwei Losungen der Fixpunktgleichung, d.h. 2’ = ¥(z') und 2" = ¥(z"). Differenzen-
bildung und Anwendung der Kontraktionseigenschaft mit L = Ly liefert

le" — 2"l = 19(2) = ¥(@")llx < L’ — 2"y,

was wegen L < 1 nur ||z’ — z"||y = 0 zulésst, d.h. es gilt die Eindeutigkeit «' = z".
b) Die Iterierten x, der Fixpunktiteration erfiillen die Ungleichung

|01 — anX = ||¥(zn) - \I’(xnfl)HX < Lijzn — l'nleX

und damit ||2p41 — Znllxy < L™||z1 — 20l|x . Die mehrfache Dreiecksungleichung liefert fiir beliebige n > m
die Abschétzung

n

n o0
0 = 2mllx < D Moj—zially < Y0 Doy —olly < ) L llan — wolly = L™

j=m+1 j=m+1 j=m

llz1 — ol
1-Lg '’

d.h. {z,} ist eine Cauchy-Folge. Da X als Banach-Raum vollstindig ist, gilt es ein * = lim z,,. Limesbildung

in x,11 = ¥(x,) ergibt wegen der Stetigkeit von ¥, dass z* = ¥(z*). Damit ist x* aber die eindeutige

Fixpunktlésung. [ ]
Im Folgenden werden rekursive Ungleichungen der folgenden Form auftreten:

ayy1 < (14+hL)a, +h*B  fiir alle v > 0, wobei L, B, h, k,ao > 0. (4.2.1)
Dabei wird L eine der Lipschitz-Konstanten sein, A > 0 die Schrittweite und & die lokale Konsistenzordnung.
Lemma 4.2.2 Jede Liosung der Ungleichungen (4.2.1) geniigt der Abschitzung

h ir L =10
a, < e'"ay+hF 1B x Z"hL -1 fir (v eNy).

Beweis. a) Wir stellen die folgende Induktionsbehauptung auf:

v—1
ay <Ay =Y (14 hL)"h*B + (14 hL)" ao. (4.2.2)

pn=0
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Der Induktionsanfang ist mit Ay = ag gezeigt. Induktion v — v + 1: Einsetzen von a, < A, in (4.2.1) liefert

ay41 < (L+hL) A, +h*B =" (1+hL)" W*B + (1 + hL)"*" ag + h*B

n=1
=> (1+hL)"h*B+ (1+hL)" ag = Ayp1.
n=0

Mit Ubungsaufgabe 2.4.10a) folgt (1 + hL)" < (ehL)V = el Fiir L > 0 liefert die geometrische Summe
den Wert

v—1 v
n=0

Damit lisst sich 4, aus (4.2.2) durch 4, < h¥" 1B [ehlv — 1] 4 ehlvq, abschétzen. Der Sonderfall L = 0
kann etwa extra oder aus L > 0 mittels Grenzwertbildung behandelt werden. ]
4.3 Wohlkonditioniertheit der Anfangswertaufgabe

Bevor wir mit der numerischen Lésung beginnen, ist zu fragen, ob die Anfangswertaufgabe (d.h. die Ab-
bildung (yo, f) +— y) iiberhaupt wohlkonditioniert ist. Nach §1.4.3 ist die Verstirkung einer Stérung der
Eingabedaten zu untersuchen. Im vorliegenden Falle kann sowohl der Anfangswert yo gestort sein als auch
die Funktion f. Der erste Fall wird im folgenden Satz analysiert.

Satz 4.3.1 Seien y;,y> € CY(I) 2wei Losungen der Differentialgleichung (4.1.1a) zu den Anfangswerten
?J1(370) =yo,1 bzw. y2($0) = Yo,2-
f€C(I xR) erfille (4.1.2). Dann gilt in I die Abschitzung
ly1 () — y2(x)| < |yo.1 — yo.o| @70 mit L aus (4.1.2). (4.3.1)
Beweis. Fiir i = 1,2 gilt y;(z) = yo,; + f;o f(t,yi(t))dt, sodass

s —ma+ [ Ut (0) — (b ya(6))] di

Zo

< ot — Yool + / (6 (D) — F(tya(6)] dt

ly1 () — y2(2)| =

T

(i) < lor — yoo| + / Ly (t) — ya(t)] dt.

Zo

Ubungsaufgabe 4.3.2 Man zeige, dass jede Lisung ¢ der Ungleichung

T

o(@) <o+ L / p(t)dt

zo
durch ® nach oben beschrinkt ist (d.h. p(x) < ®(z)), wobei ® Ldsung der Integralgleichung
() = o +L/ B(t)dt.
o
Hinweis: a) Mit U(®)(z) := po + Lf;o O(t)dt ist @ = U(P) eine Fizpunktgleichung fir ® € C(I), I =
[z0,zE]. Man zeige zundchst, dass U kontrahierend ist beziiglich der Norm

191l := max{|¢(t)| exp (=2L(t — zo)) : t € I},

wobei die Kontraktionszahl Ly = % betrigt (unabhingig von der Linge des Intervalles I, auch fiir I = [xg,00)
giiltig).
b) Man wende die Fizpunktiteration ®,41 := U (®,,) mit ®y := ¢ an und zeige ®,, > ¢ fir alle n > 0.

30



Die Funktion ®(z) := |yo.1 — yo.2| e"(*=%0) erfiillt in I die Gleichung ®(z) = |yo1 — Yo.2| + ffo Lo(t)dt.
Also beweist das Resultat der Ubungsaufgabe |y; () — y2(z)| < ®(x), d.h. (4.3.1). |

Korollar 4.3.3 Die Voraussetzung (4.1.2) sichert die Findeutigkeit der Anfangswertaufgabe (4.1.1a,b).

Beweis. Sind y;,y> € C'(I) zwei Losungen der Anfangswertaufgabe (4.1.1a,b), so zeigt Satz 4.3.1, dass
1) = 12(2)| <l ~ ool exp (L —20)) = 0, als0 1 () = ya(a) in 1. .

Schreibt man die Losung der Anfangswertaufgabe (4.1.1a,b) als y(z;yo) mit yo als zweitem Argument,
so besagt (4.3.1), dass y(-;-) ebenso wie f(-,-) Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist. Dies kann verallge-
meinert werden:

Ubungsaufgabe 4.3.4 Ist f(-,-) k-fach stetig differenzierbar beziiglich des zweiten Argumentes y, so auch
die Lésung y(-;-) beziglich yo.

Die Storung in der rechten Seite f der Differentialgleichung (4.1.1a) ist Gegenstand von

Satz 4.3.5 Seien y und § Lésungen von y' = f(x,y) bzw. §' = f(x,§) zum gleichen Anfangswert y(xo) =
J(zo) = yo. Dabei braucht nur f die Lipschitz-Bedingung (4.1.2) zu erfillen, wihrend

‘f(ar,y)—f(x,y)‘gs fiir alle x € I,y € R.

Dann gilt ly(x) —g(x)| < £ (eL(””_””O) —1), falls in (4.1.2) L > 0 gilt; sonst - fir den trivialen Fall L = 0
- ly(z) —g(x)] < ez — 20).

Beweis. Man setze 6(z) := |y(z) — §(z)| und beachte, dass

0(x) =

[ Trtewten - eaten] a

o]

x
</
T

s/“u@w@»—f@@@»ms+/

[F6w©) - Fea@n]]ae = [ |1ee) - 1656 + £€.3€) - F€ul))]ag

T
Zo

T

1&5(€) — Fl&,u(©))] e

Zo

§/1N0%+@—mﬁ

Wieder erhilt man eine Majorante als Losung von d(z) = fzzo Ld(€)d¢ + (z — mp)e, die £ (eF@=70) — 1) im
Falle L > 0 lautet. ]

4.4 Analyse von Einschrittverfahren

Vor der eigentlichen Analyse begriinden wir noch, warum wir uns auf explizite Einschrittverfahren be-
schriinken kénnen (§4.4.1) und diskutieren die Lipschitz-Stetigkeit von ¢ (§4.4.2). Wir werden danach stets
von einem expliziten Einschrittverfahren (4.1.5) ausgehen, wobei ¢ zumindest fiir hinreichend kleines h
(h < hp) die Lipschitz-Bedingung (4.4.3) erfiillt.

4.4.1 Implizite Verfahren

Erweitert man ¢(z;,n;, h; f) in (4.1.5) um das Argument 7,41, gelangt man zu den impliziten Verfahren.

Definition 4.4.1 Das allgemeine implizite Einschrittverfahren lautet

Nir1 2= N; + ho (@i, M5, nig1, b; f). (4.4.1)
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Ein Beispiel ist das implizite Euler-Verfahren mit

O(ismisMit1, s f) = f(xi + by miga). (4.4.2)

Im Weiteren wird angenommen, dass ¢ fiir z; € I, n; € R (bzw. zusitzlich 7,11 € R) und hinreichend
kleine h (0 < h < hg) definiert ist.

Ubungsaufgabe 4.4.2 ¢ aus (4.4.1) sei beziiglich n; 1 Lipschitz-stetig:

|¢(m17 MNis Mit1, h7 f) - (b(xla i, ﬁi-‘rl:h; f)| S L |77i+1 - ﬁi+1| -
Man zeige, dass die Fizpunktgleichung (4.4.1) fir h < 1/L eindeutig losbar ist.

Die eindeutige Losbarkeit von (4.4.1) vorausgesetzt, kann man implizit die Funktion ;11 = ¥(z;,n:, h; f)
definieren. Indem man in ¢(x;,m;,Mi+1, h; f) das Argument durch n;41 = U(z;,n;, h; f) ersetzt, erhilt man
formal ein explizites Einschrittverfahren (4.1.5) mit ¢(z;,ms, h; f) := é(zi,ni, (i, mi, by f), by f). Deshalb
darf man sich fiir die theoretische Betrachtungen auf den expliziten Fall (4.1.5) beschrinken. Die einzige
Einschrinkung ist, dass man die Schrittweiten auf 0 < h < hg, d.h. hinreichend kleine h beschrinken muss.
Dies ist aber zumindest bei der theoretischen Untersuchung harmlos, da dort der Grenzprozess h — 0 zu
studieren ist.

4.4.2  Lipschitz-Stetigkeit von ¢
In Analogie zur Lipschitz-Bedingung (4.1.2) werden wir

(s, n' 15 ) = dlas,n” s )l < Lo In' — 0] firallea; €I, n',n" €R, h < ho (4.4.3)
als eine essentielle Bedingung an ¢ benotigen.

Ubungsaufgabe 4.4.3 o) Fiir das Euler- und Heun- Verfahren zeige man, dass (4.4.3) aus (4.1.2) folgt.
b) Das implizite Euler-Verfahren (4.4.2) fihrt gemdff der Diskussion am Ende von §4.4.1 zu einem expliziten
Verfahren mit ¢(z;,n;, h; f). Man zeige fiir ¢ die analoge Aussage fiir hinreichend kleines h.

4.4.3 Konsistenz

Zunichst wird die Konsistenzbedingung motiviert. Setzt man anstelle der diskreten Losung n; von 7;41 1=
n; + hé(xzi, ni, by f) die exakte Losung y(z;) der Differentialgleichung ein, ergibt sich der sogenannte lokale
Diskretisierungsfehler T

y(wip1) = y(xi) + hd(xi,y(x:), hs f) + 7(xs,y(2i); h)] .-

Offenbar wird man vermuten diirfen, dass das Einschrittverfahren (4.1.5) um so besser ist, je kleiner 7 ist,
denn fiir 7 = 0 wiirde das Idealergebnis n; = y(z;) folgen.

Definition 4.4.4 Fiir £ € I und n € R bezeichne Y(-;£,n) die Liosung von (4.1.1a) zur Anfangswert-
bedingung Y (§;€,m) = n. a) Dann heifit

r(@nih) = L hhx D=0 e, f) (4.4.4)

der “lokale Diskretisierungsfehler” bei (z,1).
b) Das durch ¢ charakterisierte Einschrittverfahren heifit konsistent, falls (fir alle f € C(I x R))

T(z,y(x);h) =0  firh—0 (4.4.5)
gleichmdpfig auf © € I gilt. Hierbei ist y die Losung von (4.1.1a,b).

¢) Weiterhin heifit ¢ konsistent von der (Konsistenz-)Ordnung p, falls 7(x,y(x); h) = O(hP) gleichmdifig
fiir h = 0 auf x € I fiir alle hinreichend glatten f gilt.
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41 y(z+hie,n)—n
t k 5

Wenn man f als hinreichend glatt voraussetzt*', kann man den Ausdruc
entwickeln und so dquivalente Konsistenzbedingungen erhalten. Mit

mittels Taylor

y(x + hyz,n) = y(z;2,m) + hy'(z;2,1) + o(h) = n + hf(z,n) + o(h)

wird aus (4.4.5) die Bedingung ¢(z,n, h; f) = f(z,n). Man priift sofort nach, dass diese Bedingung fiir die
Verfahren von Euler und Heun erfiillt sind.

Die simple Extrapolation 7;41 := n; (d.h. ¢ = 0) fithrt dagegen im Allgemeinen zu 7(z,n; h) = O(1) und
ist nicht konsistent.

4.4.4 Konvergenz

Wir erinnern an die Schreibweise n; = n(z;,h) und die Zielvorstellung, dass n(z,h) =~ y(z). Beim
Grenziibergang h — 0 beschrinken wir uns stillschweigend auf (eine Teilfolge von) h, := (z — o) /n, da
dann z = nh,, stets zum Gitter gehort, auf dem 7(-, hy,) definiert ist.

Definition 4.4.5 (Konvergenz) Das Einschrittverfahren heifit konvergent, falls fiir alle Lipschitz-stetigen
f und alle x € I gilt, dass lim,_on(x,h) = y(x) (y Lisung von (4.1.1a,b)). Ein Einschrittverfahren hat die
Konvergenzordnung p, falls n(xz,h) = y(x) + O(hP) fiir hinreichend glatte f.

4.4.5 Stabilitét

Die Konsistenz kontrolliert den Fehler im i-ten Schritt von z; nach z;1; unter der Voraussetzung, dass n;
der exakter Startwert ist. Beim Start ist tatséichlich ng = yo exakt, sodass der Fehler €1 := n; — y; gemif
Bedingung (4.4.5) von der Grole o(h) bzw. O(hPT!) ist.

Das in den Schritten fiir 7 > 1 entstehende Problem ist, dass sich z.B. der Konsistenzfehler bei xz; auf die
Groflen 72,73, . .. fortpflanzt. Da man = = z,, erreichen will, hat man n = O(1/h) Schritt durchzufiihren.
Wiirde sich der Fehler pro Schritt um einem Faktor ¢ > 1 (¢ unabhéngig von h) verstirken, hiitte n,, einen
Fehler O(c") = O(c'/"), der offenbar exponentiell mit h — oo explodieren wiirde. Zusitzlich ist zu beachten,
dass nicht nur die Verstéirkung des Konsistenzfehlers e auftritt, sondern bei jedem x; neue Konsistenzfehler
entstehen.

Wie werden aber zeigen, dass dank der Lipschitz-Bedingung (4.4.3) die Fehler im gewiinschten Rahmen
bleiben.

Lemma 4.4.6 (Stabilitit von Einschrittverfahren) Es gelte die Lipschitz-Bedingung (4.4.3) mit L.
Die lokalen Diskretisierungsfehler seien durch |7(z;,y(x;); k)| < Tp, beschrinkt (vgl. (4.4.4)). Dann ist der
globale Diskretisierungsfehler beschrinkt durch

e(z—xo)Ld, -1

In(z,h) —y(z)| <Th I (4.4.6)

Beweis. Sei 6; := |n; — y(x;)| der globale Fehler. Der lokale Diskretisierungsfehler sei mit 7; = 7(z;, y(z;); h)
bezeichnet. Startend mit d9 = 0 erhalten wir die Rekursionsformel

Siv1 = Miv1 — y(Tig1)| = |ni + hd(xi,ni, h; ) — y(Tig1)]

R e ]|

h

=) = | DI ), )|+ ot s 1) = oo, ), b )

< o= o)+ 1 [LEEEZIED o) )|+ ot ) = o, ), 1 )

<dé+h |Tl| + hL¢6Z = (]. + hL¢) &; + hT} ,

410hne die Voraussetzung der p-fachen stetigen Differenzierbarkeit von f 148t sich 7(x,n; h) = O(hP) nicht verifizieren.
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die mit (4.2.1) {ibereinstimmen, wenn wir dort a, = §,,h = h,L = Ly, k =1, B = T}, wihlen. Lemma 4.2.2
vhLy _ 1
beweist §, < TheT wegen ag = g = 0. [ |

Noch wurde die Konsistenz nicht vorausgesetzt. Mit ihrer Hilfe folgt die Konvergenz. Zudem stimmen
Konsistenzordnung und Konvergenzordnung iiberein.

Satz 4.4.7 Das FEinschrittverfahren (4.1.5) erfiille die Lipschitz-Bedingung (4.4.3) und sei konsistent. Dann
ist es auch konvergent: limy_o n(x, h) = y(z). Liegt dariberhinaus die Konsistenzordnung p vor, so folgt auch
Konvergenz von der Ordnung p.

Beweis. Im Falle der einfachen Konsistenz gilt T, — 0, sodass die Konvergenz aus (4.4.6) folgt. Bei Konsistenz
von der Ordnung p ist T, < Ch? und damit auch |n(z, h) — y(x)| < O(hP). |

Es sei angemerkt, dass im Allgemeinen die Lipschitz-Bedingung (4.4.3) nur lokal gilt. In diesem Fall

geht man wie folgt vor. G := {(z,y) : ¢ € [z0,zE], |y — y(x)| < 1} ist kompakt. Es reicht, (4.4.3) auf G zu

fordern2. Fiir hinreichend kleines h ist The(m#;%’l in (4.4.6) durch 1 beschrénkt und damit (z,n(z,h)) €

G. Ein Blick auf den Beweis von Lemma 4.4.6 zeigt, dass alle zwischenzeitlichen Argumente in G liegen und
somit (4.4.3) anwendbar ist.

4.5 Analyse von Mehrschrittverfahren
4.5.1 Lokaler Diskretisierungsfehler, Konsistenz

Indem wir formal «,. := 1 zusitzlich einfiihren, schreibt sich das r-Schrittverfahren als

> unisy = ho (@, mjgr—1,-- i, hi £ (4.5.1)

v=0

Der lokale Diskretisierungsfehler ist

1 T
(z,y;h) = ¢ [ZauY($j+u;9«“j,y) - h¢($j,Y($j+u71;l‘j,y), cos ,Y(ﬂﬁj;ﬂﬁj,y),h;f)], (4.5.2)
v=0 Ny
=Yy

wobei Y (x; &, n) wie in Definition 4.4.4 erklirt ist.

Definition 4.5.1 FEin Mehrschrittverfahren heifit konsistent, wenn fir alle f € C(I x R) mit (4.1.2) gilt,
dass sup, ¢y 7(x,y(x); h) = 0 fiir h — 0. Hierbei ist y(x) die Lisung von (4.1.1a,b). Weiterhin heifit (4.5.1)
konsistent von der (Konsistenz-)Ordnung p, falls |T(x,y(z); h)| = O(hP) fir hinreichend glatte f.

Wihlt man insbesondere f = 0 und den Anfangswert yo = 1, so lautet die Lésung y(z) = 1 und
7(2,y(z); h) — 0 vereinfacht sich in diesem Spezialfall zu (3, _, a, —h¢) /h — 0, was > _ @, =0 — also
die Bedingung (4.1.7) — impliziert.

4.5.2 Konvergenz

Anders als beim Einschrittverfahren kénnen wir nicht von exakten Startwerten 7y, ...,n,.—1 ausgehen. Wir
werden deshalb alle als gest6rt annehmen:

m =y(@;) +ej,  E=(8))—0..ro1-
Die Losung zu diesen Startwerten schreiben wir als n(z; &, h).

Definition 4.5.2 FEin Mehrschrittverfahren heifit konvergent, falls fir alle f € C(I x R) mit (4.1.2) und
alle Startwerte yo gilt, dass sup, ¢y |n(z;€,h) —y(x)| = 0 fir h — 0 und ||€]],, — 0.

42L0kal Lipschitz-stetige Funktionen sind auf einem Kompaktum gleichmi8ig Lipschitz-stetig.
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Eine weitergehende Forderung ist, dass wir auch die Gleichungen (4.5.1) um ¢; (j > r) storen:
Z QyMNj+v = h¢($37 Nj4+r—15--+51j, h’ f) + h€j+7‘ fiir .7 Z 0. (453)
v=0

In diesem Fall ist & = (sj)j>0 ein Tupel mit soviel Elementen, wie Gitterpunkte existieren (man beachte,
dass die Grofien g; fiir 5 < 7 und j > r eine ganz unterschiedliche Bedeutung haben!). Wieder kann
n(z;€,h) — y(x) fiir h — 0 und ||€]], — O gefordert werden.

4.5.3 Stabilitat

Die Koeffizienten «, aus (4.5.1) definieren das charakteristische Polynom
B(Q) =Y . (4.5.4)
v=0

Definition 4.5.3 Das Mehrschrittverfahren (4.5.1) heifft stabil, falls fiir alle Nullstellen ( des charakteris-
tischen Polynoms i gilt: Entweder ist |(| < 1 oder ( ist eine einfache Nullstelle mit |(| = 1.

Wir priifen einige Spezialfille:

e Fiir die Mittelpunktsregel (4.1.8) ergibt sich 1)(¢) = ¢(? — 1. Beide Nullstellen ¢ = +1 sind einfach mit
|¢| = 1. Daher ist die Mittelpunktsregel stabil.

e Dem Zweischrittverfahren (4.1.9) entspricht ¢(¢) = (2 —2¢( +1 = (( — 1)2. Damit ist { = 1 eine
doppelte Nullstelle und fiihrt zur Instabilitéit.

e Im Falle eines Einschrittverfahrens (d.h. r = 1) ist wegen a, = 1 und (4.1.7) nur ¢(¢) = ¢ — 1 méglich.
Die einzige Nullstelle ¢ = 1 erfiillt die zweite Bedingung in Definition 4.5.3. Dies beweist die folgende
Bemerkung, die dem Resultat aus Lemma 4.4.6 entspricht.

Bemerkung 4.5.4 FEinschrittverfahren sind immer stabil im Sinne der Definition 4.5.5.

Der Zusammenhang zwischen der Stabilitétsbedingung aus Definition 4.5.3 und dem Mehrschrittverfahren
(4.5.1) ist nicht unmittelbar einsichtig. Das Verbindungsglied bilden die Differenzengleichungen, die in §4.5.5
untersucht werden. Als Vorbereitung werden anschlieend die potenzbeschréinkten Matrizen diskutiert.

4.5.4 Potenzbeschrinkte Matrizen

Definition 4.5.5 Sei ||-|| eine Matriznorm. Eine d x d-Matriz A ist eine potenzbeschrinkte Matrixz, wenn
sup{||A™|| : n € N} < o0. (4.5.5)
Man beachte, dass wegen der Norméquivalenz die Wahl der Matrixnorm ||-|| fiir die Definition irrelevant

ist. Eine Charakterisierung der potenzbeschrinkten Matrizen gibt der

Satz 4.5.6 A ist genau dann eine potenzbeschrinkte Matriz, wenn fir seine Eigenwerte gilt: entweder a)
|A| <1 oder b) |A\| =1 und X hat iibereinstimmende algebraische und geometrische Vielfachheit.*?

Eine weitere dquivalente Formulierung gibt das

Lemma 4.5.7 A ist genau dann eine potenzbeschrinkte Matriz, wenn es eine zugeordnete Matriznorm**

gibt, sodass ||A|| < 1.

43\ hat die algebraische Vielfachheit k € No, falls das charakteristische Polynom det(z:I — A) den Faktor (z — A)* , aber nicht
_ k41 . . . . . . d . _ _ . .
. , : .
(x =X\ enthilt. X hat die geometrische Vielfachheit k € Ny, falls dim{e € C* : Ae = Xe} = k. Es gilt stets geometrische
Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.
44||.|| ist zugeordnete Matrixnorm, falls es eine Vektornorm ||| - ||| gibt mit ||A|| = sup{||| Az ||| / ||| = |||: = # 0}.
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Den Beweis von Satz 4.5.6 und Lemma 4.5.7 geben wir gemeinsam, indem wir den folgenden Ringschluss
benutzen: (4.5.5) = Charakterisierung aus Satz 4.5.6 = Charakterisierung aus Lemma 4.5.7 = (4.5.5).

Beweis. Sei Cystap := sup{||A”|| : n € N}, falls (4.5.5) zutrifft. o(M) := {A € C : X Eigenwert von M}
bezeichne das Spektrum einer quadratischen Matrix M.

a) “(4.5.5) = Charakterisierung aus Satz 4.5.6”: Sei ||-|| als zugeordnete Matrixnorm angenommen.
Fiir diese gilt stets: |A| < ||B]] fiir alle A € o(B). Mit B = A™ erhalten wir |A\"| = |A|" < ||4"|| < Cgap fiir
alle n € N, also |A\| < 1. Sei nun |A\| = 1 angenommen. Wenn A eine hohere algebraische als geometrische
Vielfachheit besitze, giibe es einen Eigenvektor e # 0 und einen Hauptvektor h, sodass Ae = e und
Ah = e + Ah. Hieraus folgt A"h = A\"~! (ne + Ah) und ||A™h|| = ||Ine + Ah|| > n |le]| — [|\h|| = oo fiir n — oo
im Widerspruch zu ||A"h|| < Cstan ||h]| . Also muss die Charakterisierung aus Satz 4.5.6 zutreffen.

b) “Charakterisierung aus Satz 4.5.6 = Charakterisierung aus Lemma 4.5.7”: Die Eigenwerte A; von A
seien in der Reihenfolge [A1] < |Az2] < ... < [Ad—m+1| = ... = |Aq] = 1 sortiert, wobei m > 0 die Zahl der
Nullstellen mit Betrag eins ist. Sei 7' die Transformation auf Jordan-Normalform:

Al %
. Lo . Ay % .
J=T AT = mit J; = ) , D =diag{Aqg—m+1,---, A},
0 D . “
>\d—m
wobei die Eintrige * entweder null oder eins sind. Da fiir Ag—m+1,- - -, A¢ die algebraischen und geometrischen

Vielfachheiten iibereinstimmen, ist D eine diagonale m x m-Matrix, wihrend alle Eigenwerte \; (1 = 1,...,
r —m) einen Betrag < 1 haben. Sei A. := diag{1,¢,¢>,...,e"7!} mit ¢ € (0,1 — |\,—yn|]. Man priift nach,
dass AL JA, die Zeilensummennorm ||AZ1 JA ||, < 1 hat. Damit liefert die Transformation mit S := T'A.

die Norm ||S7'AS||oc < 1. Man priift nach, dass ||A]| := ||S7tAS||» die zugeordnete Matrixnorm zur
Vektornorm ||z|| := ||S%||~ ist.

c¢) “Charakterisierung aus Lemma 4.5.7 = (4.5.5)”: Fiir zugeordnete Matrixnormen gilt die Submultipli-
kativitit ||A"|| < ||A]|™, sodass man aus ||A|| < 1 auf Cyap = 1 < 0o schliefit. [

4.5.5 Differenzengleichungen

4.5.5.1 Loésungsraum Fy
Mit x = (a:j)j en, Werden Folgen komplexer Zahlen bezeichnet. 7 = CNo gsei die Menge aller Folgen. Wir
suchen die Folgen x € F, die die folgende Differenzengleichung erfiillen:

Z 0Ty, =0 fiir alle j > 0, wobei a,, = 1. (4.5.6)
v=0

Lemma 4.5.8 a) F bildet einen linearen Vektorraum (mit komponentenweiser Addition und Multiplikation).
b) Die Teilmenge Fo := {x € F erfiillt ({.5.6)} ist ein linearer Teilraum von F mit der Dimension r.

Beweis. a) Dass F und Fy lineare Riume bilden ist trivial. Es bleibt dim Fy = r zu beweisen.
b) Wir definieren x() € F fiir i = 0,1,...,r — 1 durch die Anfangswerte a:;’) =0 fir j € {0,...,r—1}.
Fiir j > r kann (4.5.6) benutzt werden, um

r—1
xg-i) = Z a,,xg-i_)r+y fiir alle j > r (4.5.7)
v=0

zu definieren. Damit erfiillt x(?) die Differenzengleichung (4.5.6), d.h. x(¥ € F, fiir i = 0,1,...,r — 1.

¢) Zum Nachweis der linearen Unabhiingigkeit nehmen wir ), B;x" = 0 an. Auswertung der Kompo-
nenten j € {0,...,r — 1} liefert 0 = 3", ﬂia:g-l) =Y, Bidij = Bj, was die lineare Unabhiingigkeit beweist.

d) Zu jedem x € Fy ldsst sich y :=x — Z:;()l z;x9 € Fy definieren, fiir das definitionsgemi yo = y; =
... =yp—1 = 0 gilt. Analog zu (4.5.7) erzeugen diese Anfangswerte y; = 0 fiir alle j > r. y = 0 beweist, dass
{x© . x(r=11 bereits Fy aufspannt. Also ist dim Fo = 7. ]
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4.5.5.2 Darstellung der Lésungen

Bemerkung 4.5.9 a) Das Polynom () = Y., _, a,(” habe die Nulistelle ¢, € C. Dann ist x = (Cg)jeNo
eine Lisung von (4.5.6). )

b) ¥ habe r verschiedene Nullstellen (; € C, i = 1,...,r. Dann spannen die Ldsungen x() = (C{)jeNo
den Raum Fo auf.

Beweis. a) Einsetzen von z; = ¢} in (4.5.6) liefert

Zauwm = Zaycﬁ" =@ty =Gv(G) =0,
v=0

d.h. x € Fp.
b) Nach Teil a) gilt x(?) € Fy. Man zeigt leicht, dass die x(*) linear unabhingig sind. Wegen dim Fo = r
bilden die x(9), i = 1,...,r, eine Basis. [

Im Falle der Bemerkung 4.5.9 liegen einfache Nullstellen vor. Es bleibt der Fall mehrfacher Nullstellen
zu diskutieren.
Es sei daran erinnert, dass ¢ genau dann eine (mindestens) k-fache Nullstelle (o besitzt, wenn ¢ ({p) =

e
W'(G) = ... = =1 ((o) = 0. Mit der LeibnizRegel erhilt man (d—dc) (C7p(¢)) = O fiir alle 0 < £ < k — 1.
Die explizite Darstellung von (dc) (¢FY(Q)) lautet

(¢F(C) Za,, GG+ (+rv—1)x...x(G+v—"L+1). (4.5.8)

‘C Co prd

Man definiere x mittels z; = ¢Jj (j — 1) x...x (j — £+ 1) mit 0 < £ < k— 1. Einsetzen in die Differenzen-
gleichung (4.5.6) liefert 30 _ av@jrw = 3o @Gt (G +v) (j+v —1)x...x (j + v — €+ 1). Dieser Aus-
druck ist das Produkt von (4.5.8) mit ¢(§, also 3. _j awzjiy =0, d.h. x € Fo.

Bemerkung 4.5.10 Sei ¢y # 0 eine Nullstelle von o) mit der Vielfachheit k. a) Dann sind x(© ... x(*=1)
mit Clﬁg-l) = Hf;t(j —v) (£=0,...,k—1) k linear unabhingige Ldsungen von (4.5.6).
b) Ebenso bilden i“g-é) = (2j° k linear unabhingige Lisungen von (4.5.6).

Beweis. a) x(©) € F, ist bereits gezeigt worden. Die lineare Unabhiingigkeit fiir £ = 0,... &k — 1 folgt z.B.
aus dem unterschiedlichen Wachstum von asg-é) / gg' fiir j — oo.

b) {Hi;t(a: —v):l=0,...,k— 1} ist ebenso wie {z: ¢ =0,...,k — 1} eine Basis der Polynome vom
Grad < k — 1. Daher spannen {x(®, ... x*=1} und {%(®,... %(*k=D} die gleichen Riume auf. [

Der Fall {; = 0 ist in Bemerkung 4.5.10 ausgenommen, da die bisherige Definition zu :Ug-l) = 0 fir
j > min{l — ¢,0} und damit nicht zu linear unabhingigen Losungen fiihrt.

Bemerkung 4.5.11 Sei (; = 0 eine k-fache Nullstelle von . Dann sind x\9 mit wg.i) = (0ij) jen, (0 =
0,...,k —1) k linear unabhingige Losungen von (4.5.6).

Beweis. Aus (Co) = ¥'(¢) = ... = »*1 () = 0 fiir {; = 0 erhéilt man ag = ... = ax_; = 0. Damit
ist >0 _, al,:vg-:),, =3 ka,,asgly Definitionsgemif ist aber asgly = 0 fir v > k, d.h. (4.5.6) ist erfiillt.
Offenbar sind die x(¥ linear unabhiingig. ]

Satz 4.5.12 Das Polynom ¢(¢) = Y. _, (" habe die verschiedenen Nullstellen ¢; (i = 1,...,m) mit
den jeweiligen Vielfachheiten k;. Zu (; gehdren jeweils k; Lésungen von (4.5.6), die im Falle von (; # 0
in Bemerkung 4.5.10 und fiir (; = 0 in Bemerkung 4.5.11 definiert sind. Insgesamt ergeben sich r linear
unabhdingige Lisungen, die Fy aufspannen.

Beweis. Die lineare Unabhiingigkeit der konstruierten Lsungen wird als Ubungsaufgabe iiberlassen. Die
Gesamtzahl der gefundenen Lésungen ist > k; = r. Da nach Lemma 4.5.8 dim Fy = r gilt, ist eine Basis von
Fo gefunden. ]
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4.5.5.3 Stabilitit

Definition 4.5.13 Die Differenzengleichung (4.5.6) heifit stabil, wenn jede Lisung von (4.5.6) in der Su-
premumsnorm beschrinkt ist:

IIx[| o, := sup |z;| < o0 fiir alle x € Fo.
Jj€Ng

Bemerkung 4.5.14 Aquivalent zur Definition 4.5.13 ist: Es gibt eine Konstante C, sodass

%[, < C’j:gna)iil |z, fiir alle x € Fy. (4.5.9)

Beweis. a) Gilt (4.5.9), so folgt ||x||, < co aus der Tatsache, dass max;j—o, .. ,—1 |z;| immer endlich ist.

b) Wir wiihlen die Basis x() € Fy wie in Beweisteil b) des Lemmas 4.5.8. Fiir diese ist x = Y/_ z;x(.
Gilt Stabilitit im Sinne von Definition 4.5.13, so sind C; := [|x(?||,, < oo und damit auch C := Z:;()l C; <
00. Mit diesem C folgt ||x||., = || Z:;()l ;x| < Z:;()l 23] %] 0o = Z:;ol Cilzi| < Cmaxj=o,...,r—1 |2,
d.h. (4.5.9). n

Offenbar sind alle Losungen von (4.5.6) genau dann beschriinkt, wenn alle in Satz 4.5.12 angegebenen
(Basis-) Losungen beschriinkt sind. Die folgende vollstéindige Fallunterscheidung bezieht sich auf die Null-
stellen (; von 1 und ihre Vielfachheit ;.

[y

. Fall |(;| < 1: Alle Folgen (C{j‘f)jeNo mit 0 < £ < k; sind Nullfolgen und daher beschrinkt.

[\

. Fall |(;| > 1: Fiir alle Folgen gilt lim |C{jl| = 00, d.h. sie sind unbeschrinkt.

w

. Fall |¢;| = 1 und k; = 1 (einfache Nullstelle): (C{)jeNo ist betragsméBig durch 1 beschrinkt.

o~

. Fall |¢;| =1 und k; > 1 (mehrfache Nullstelle): Fiir 1 < ¢ < k; — 1 gilt lim |C{j€| = 00, d.h. die Folgen
sind unbeschrénkt.

Damit charakterisieren der 1. und 3. Fall die stabile Situation, wihrend der 2. und 4. Fall zur Instabilitét
fithrt. Dies beweist den

Satz 4.5.15 Genau dann, wenn 1 die Stabilititsbedingung aus Definition 4.5.8 erfiillt, ist die Differenzen-
gleichung (4.5.6) stabil.

4.5.5.4 Begleitmatrix

Definition 4.5.16 Die Begleitmatriz zum Polynom ¢ (¢) = > _, a,¢” hat das Format r x r und lautet
0 1
A= . (4.5.10)
0 1

—Qp ... —Qp_2 —0Qp_1

Bemerkung 4.5.17 a) det(¢I—A) = (). b) Jede Lisung (x;)
(4.5.11) und umgekehrt:

jen, der Differenzengleichung (4.5.6) erfiillt

Tj+1 Zj
€T €T
Jj+2 j+1
) =A ) : (4.5.11)
Tjtr Tjtr—1

Mit (4.5.11) konnen wir das r-Schrittverfahren formal umformulieren als ein Einschrittverfahren fiir die

r-Tupel X := (zj,..., aerr,,,l)T. Das Stabilitatsverhalten muss daher mit Eigenschaften von A ausgedriickt
werden konnen. Ein offensichtlicher Zusammenhang wird in der nichsten Bemerkung beschrieben.
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Bemerkung 4.5.18 Es bezeichne ||-|| eine Vektornorm und die zugeordnete Matriznorm. Das Differenzen-
gleichung (4.5.6) ist genau dann stabil, wenn A eine potenzbeschrinkte Matrix ist.

Beweis. Die Tupel X; erfiillen X; = AX;_; (vgl. (4.5.11)). Insbesondere ist X,, = A"X,. GleichmaBige
Beschrénktheit von |z;| und ||X;|| sind dquivalent. Wenn (4.5.6) stabil ist, ist ||A"Xo|| fiir alle X mit
[[Xo|l <1 und alle n € N gleichméBig beschrinkt, d.h. A ist eine potenzbeschrinkte Matrix. Umgekehrt
liefert, Cstap = sup{||A™|| : » € N} < oo die Abschitzung || X,|| < Cstan||Xo|| und damit die Stabilitdt. m

Mit Lemma 4.5.7 erhalten wir die Aussage:
Lemma 4.5.19 Das Differenzengleichung (4.5.6) ist genau dann stabil, wenn es eine zugeordnete Matriz-
norm gibt, sodass ||A|| <1 fir die Begleitmatriz A aus (4.5.10) gilt.
4.5.5.5 Abschitzungen inhomogener Lésungen

Satz 4.5.20 Die Differenzengleichung sei stabil. Fiir die Anfangswerte gelte |z;] < a (0<j<r-—1).
Die Folge z; erfille die inhomogene Differenzengleichung Y., _ o a,jt, = Bjqr, wobei

Br4el < B4y ma{fe,] 0 < p < j+r—1)
fiir ein v > 0 gelte. Dann ezistieren k, k', sodass

Jkp fir v =0,

. 'oved kY .
75| < khae +{ g(e”k—l) fir v > 0.

Beweis. a) A sei die Begleitmatrix. Mit ||-|| wird die Vektornorm in R" wie auch die zugeordnete Matrixnorm
||| aus Lemma 4.5.19 bezeichnet. Wegen der Norméquivalenz gilt fiir geeignete k, k'

X1l < EIXI, XN <KX, firalle X € R".

b) Setze X; := (zj,... ,aerrr,l)T unde = (0,...,0,1)" € R". Gemiil Lemma 4.5.19 gilt || A|| < 1. Da eine
Skalierung der Vektornorm die zugeordnete Matrixnorm nicht éndert, kann 0.B.d.A. ||e|| = 1 angenommen
werden. Die Differenzengleichung 3! _, @+, = Bj4r ist dquivalent zu

Xjp1 = AXj + Bjire.

c) Setze {; := max{|z,|: 0 < pu < j}. Nach Definition von X, gilt auch &; = maxo<,<j rt1 || Xyl fiir
j >r—1. Es folgt

X412l = [JAX; + Bjtrell < [JAILNXG1 + 1Bj4r] llell <X+ 18j40] < [1Xl + B + ¥Ejr—1-

—
<1 =1
Man definiere n; durch
o = || Xoll , Nj+1 =05 + B+ 7&jtr-1. (4.5.12)
Offenbar gilt || X;|| < n; und nj41 > n; (j > 0). Die Abschiitzung
. = = < < = .
Gt = oI bl = g0 W loe = g RIS B gy 5, B

zusammen mit der Definition (4.5.12) von n;41 ergibt

Nj+1 < (L+vk)n; + 8.

Hierauf lisst sich Lemma 4.2.2 anwenden. Die Entsprechung der Groflen in (4.2.1) lautet: v = j, a, = n;,
h=1, L =ky, B=p.Das Resultat des Lemmas 4.2.2 ist

jiB falls vy =0 }

. Jky . ;
1 < Moe +{ k’%(e]’”—l) falls v > 0 (7 € No)-

Weiter gelten ny = |[Xo|| < &' [|[Xol|l, < Ka und |z;| < ||X;]l, < k[ X;]| < knj. Zusammen folgt die
Behauptung des Satzes. ]
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4.5.6 Séatze

Wir werden zeigen, dass Konvergenz und Stabilitéit von Mehrschrittverfahren fast dquivalent sind. Fiir exakte

Aussagen braucht man noch Annahmen iiber den Zusammenhang von ¢(z;,nj+r—1,-..,1n;, h; f) und f. Eine
sehr schwache Voraussetzung lautet:
f=0 = ¢($j,77j+r_1,...,7]j,h; f) =0. (4513)

Diese Voraussetzung ist insbesondere fiir die wichtige Klasse der linearen r-Schrittverfahren erfiillt:
r—1
S(@joNjpr 1o M s ) =Y bufipu  mit fr = f(@r,m). (4.5.14)
pn=0

Satz 4.5.21 (Stabilititssatz) Voraussetzung (4.5.13) sei erfillt. Dann impliziert die Konvergenz aus De-
finition 4.5.2 die Stabilitdt.

Beweis. a) Wir wihlen f = 0 und den Startwert yo = 0. Damit ist y = 0 die exakte Lésung des Anfangsrand-
wertproblems, wihrend die diskrete Losung den Gleichungen ! _ a, 1,4+, = 0 geniigt, wobei die Anfangs-
werte 19 = £o,...,My—1 = €r—1 lauten (vgl. Definition 4.5.2). Da Y, _ ayn;t+, = 0 die Differenzengleichung
(4.5.6) ist, gilt (n;),cy, € Fo- Allerdings ist zu beachten, dass das Mehrschrittverfahren nur den endlichen
Abschnitt (773')0<j<J(h) mit J(h) = |(zg — o) /h] beriicksichtigt, da nur fiir solche j z; € I.

b) Zum indirekten Beweis sei Instabilitit angenommen. Aufgrund dieser Annahme existiert eine unbe-
schrankte Losung x € Fy. Die Divergenz

C(h) :=max{|z;|: 0<j < J(h)} >0 firh—0

folgt aus J(h) — oo fiir h — 0 und [[x||,, = co. Man wihle die Anfangsstérungen & = (g;);_o ., =

(zj/C(h)),—. . ,_1 - Offenbar gilt ||€]|,, — O fiir h — 0. Das Mehrschrittverfahren produziert fiir diese
Anfangsstorungen die Losung (1)< ;< sy Mit 1j = 77525 Da

- 1 )
sup [n(z; €, h) —y(z)| = Z75 max{|z;[: 0<j < J(h)} =1,
zel O(h)
geht dieser Fehler fiir den Grenziibergang h — 0, ||€]|,, = 0 nicht gegen 0 im Widerspruch zur vorausgesetzten
Konvergenz. ]

Fiir die umgekehrte Richtung brauchen wir eine Lipschitz-Bedingung, die (4.4.3) im Falle eines Ein-
schrittverfahrens entspricht:

Fiir jedes f € C(I x R) mit (4.1.2) existiere Ly, sodass
|¢(wj7u7‘—15 -- ., Uo, hv f) - ¢(£Uj,’l)r_1, -, 00, hv f)| S L¢ i:gna)r(—l |U’i - vi| . (4515)

Bemerkung 4.5.22 Bedingung (4.5.15) ist fiir lineare r-Schrittverfahren (4.5.14) erfillt.

Satz 4.5.23 (Konvergenzsatz) FEs gelte Bedingung (4.5.15). Auferdem sei das Mehrschrittverfahren kon-
sistent und stabil. Dann ist es konvergent [sogar im stirkeren Sinne wie im Anschluss an Definition 4.5.2
diskutiert].

Beweis. Die Anfangsfehler seien mittels n; = y(z;) +¢; fiir j =0,...,r — 1 definiert. Die Mehrschrittformel
mit zusétzlichen Fehlern hej i, lautet (4.5.3). Die Fehlernorm ist ||£]], := max{|e;| : 0 < j < J(h)} mit
J(h) wie im vorherigen Beweis (die iibliche Konvergenz fiihrt auf ¢; = 0 fiir r < j < J(h), nur im Falle des
Klammerzusatzes [...] kann €; # 0 fiir r < j < J(h) auftreten). Zu zeigen ist n(x; £, h) — y(z) fir h — 0,
Il = 0.

Der Fehler wird mit e; := n; — y(z;) notiert. Fiir 0 < j <r —1ist e; = ¢;. Fiir j > r ergibt die Differenz
zwischen (4.5.3) und der mit (4.5.2) dquivalenten Gleichung

Z al/y('errV) - h(b(l'], y(l‘j+’r‘*1)7 .. 7y(x]')7 ha f) = hT(xja y(l']), h) = th+’f‘
v=0
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mit dem lokalen Diskretisierungsfehler 7;4.,, dass

ey = Bigr = hd(@s, migr—1, - mj b5 ) = S, y@iar1), o y(@g), s 1+ h (€ — Tir) -
v=0

Aus (4.5.15) folgert man

|Bjr| < hLy  max leul + 2 (1l + 17 lle0) s wobel 7 = (7)< sy [T lloo = _max |7

r<j<J(h)
Die Konsistenzbedingung sup,c; 7(z,y(z); h) = 0 impliziert ||?||00 — 0 fiir h — 0.
Die Voraussetzungen von Satz 4.5.20 gelten mit
zj=ej, a=|Ele, B=h(lEle+I7ls), 7=hLs,
und der Satz liefert >
|8]| S kkl ||&:*||008th¢16 + ||§1|oo + || ||oo (ethd,k _ 1) (4516)

Ly

fir den Fall hLg > 0 (der Fall hLs = 0 ist analog). Das Produkt jh im Exponenten ist als z; — zo zu

interpretieren und damit durch zg — 2 beschrinkt (bzw. es ist konstant gleich z fiir den Grenzwertprozess

j=n— 00, h:=(x—x)/n). Fir h — 0 gilt ||?||OO — 0 (Konsistenz) und ||€]| . — 0 (Teil der Konvergenz-

definition). Nach (4.5.16) konvergiert auch e; gleichméfig gegen null, d.h. sup |n(z; &, h) — y(z)| — 0. |
zel

Korollar 4.5.24 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.5.23 sei Konsistenz von der Ordnung p
angenommen. Dann liegt auch Konvergenz der gleichen Ordnung p vor, falls die Anfangsfehler hinreichend
klein sind:

(a2 = o) < € (1 +diakles).
J:
Beweis. Es ist ||€]| = maxg;é lej| und ||?||oo < O(hP). (4.5.16) beweist die gewiinschte Fehlerschranke. m

4.6 Konstruktion optimaler Mehrschrittverfahren
4.6.1 Beispiele
Die Adams-Bashforth-Verfahren®® sind explizite lineare r-Schrittverfahren der Form

r—1

itr = Njtr=1 + 1D bufitu: (4.6.1)

p=0

Das zugehorige charakteristische Polynom ist ¢(¢) = (" — ("~! = ("7! (¢ —1). Die Nullstellen lauten
G =...=GG-1 =0, =1, sodass das Adams-Bashforth-Verfahren stabil ist. Die Koeflizienten b,
(u=0,...,7 — 1) stehen zur Verfiigung, um den lokalen Konsistenzfehler moéglichst klein zu machen. Bei
optimaler Wahl entsteht ein Mehrschrittverfahren der Ordnung?® r.

Ubungsaufgabe 4.6.1 Man zeige: a) Fir r = 1 ist das Euler-Verfahren das optimale Adams-Bashforth-
Verfahren. b) Wie lautet die optimalen Koeffizienten by, by aus (4.6.1) firr=27

Das allgemeine explizite lineare Zweischrittverfahren lautet

Nj+2 = —aiNj+1 — aonj + h[bi fiz1 + bofj] -

45 John Couch Adams, geb. 5. Juni 1819 in Laneast, gest. 21. Jan. 1892 in Cambridge

46Man beachte den folgenden Vorteil des Mehrschrittverfahrens iiber Einschrittverfahren: Trotz der erhthten Konsistenzord-
nung r braucht in jedem Stiitzpunkt x; nur ein Funktionswert f; = f(x;,7n;) ausgewertet zu werden (der in r — 1 weiteren
Berechnungsschritten wiederverwendet werden kann).
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Da (4.1.7) (also ag + a3 = 1) als eine Nebenbedingung von der Zahl der Freiheitsgrad abzuziehen ist, ldsst
sich bei optimaler Wahl der Koeffizienten noch die Konsistenzordnung p = 3 erreichen. Das entstehende
Verfahren lautet

Mi+2 = —dimj1 +5n; + h[4fj41 + 2f5]. (4.6.2)

Das dazugehorige Polynom ist
PO =CH4C-5= (-1 (C+5).

Die Nullstelle —5 fiihrt zur Instabilitdt. Dass die Instabilitdt auch in der Praxis deutlich zu sehen ist, zeigt
die Anwendung von (4.6.2) auf das Anfangswertproblem y' = —y, y(0) =1 =: no (= y(z) = e ). Wir
wihlen 7, := e~ in Ubereinstimmung mit der exakten Losung. Als Schrittweite in I = [0, 1] wird A = 0.01
gewdahlt:

;i —y(x))
0.02 —-0.1619p-8
0.03 +0.5019p-8
0.04 —0.3010-7
0.05 +0.1445-6

U W NS,

99  0.99 +0.1310+60
100 1.00 —0.6510+60

Die Wurzel ¢ = —5 ist fiir die wechselnden Vorzeichen des Fehlers und fiir das explosionsartige Anwachsen
verantwortlich (5% = 3.1551068).

4.6.2 Optimale Ordnung stabiler Mehrschrittverfahren

Das vorherige Beispiel zeigt, dass man nicht alle Koeffizienten «,,b, aus (4.1.6) und (4.5.14) verwenden
darf, um die Konsistenzordnung zu maximieren. Daneben hat man als Nebenbedingung die Stabilitdt zu
erfiillen. Die Charakterisierung der optimalen stabilen Mehrschrittverfahren stammt von Dahlquist*” und
sei hier ohne Beweis wiedergegeben:

Satz 4.6.2 (Dahlquist) a) r > 1 sei ungerade. Die héchste Konsistenzordnung eines stabilen r-Schritt-
verfahrens ist p=r + 1.

b) Seir > 2 gerade. Die hichste Konsistenzordnung eines stabilen r-Schrittverfahrens ist p =r + 2. In
diesem Falle haben alle Wurzeln des charakteristischen Polynoms v den Betrag 1.

4.7 Andere Stabilitdtsbegriffe

Im Bereich der gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es eine Vielzahl weiterer Stabilitdtsbegriffe, unter
anderem solche, die sich auf das Phénomen der steifen Differentialgleichungen beziehen oder die sich mit
dem Verhalten der Diskretisierungsfehler fiir groe 2 beschiiftigen.*® SchlieBlich gibt es Stabilitéitsbegriffe
(z.B. Ljapunow-Stabilitit), die sich nicht auf die Diskretisierung, sondern auf die Differentialgleichung selbst
beziehen.*?

47Germund Dahlquist, geb. 16. Jan. 1925, Emeritus an der Universitit Stockholm

48Vgl. die Monographien Stetter: Analysis of discretization methods for ordinary differential equations. Springer-Verlag,
Berlin, 1973, und Hairer - Wanner: Solving ordinary differential equations II. Springer-Verlag, Berlin, 1991

49Vgl. H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Teubner, Stuttgart, 1989
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5 Partielle Differenzengleichungen

5.1 Notation, Aufgabenstellung, Funktionenriume

Geht man von den skalaren gewohnlichen Differentialgleichung zu den linearen Systemen gewdshnlicher
Differentialgleichungen {iber, erhilt man y' = Ay + f, wobei A im einfachsten Fall eine konstante N x N-
Matrix ist und y und f Werte in RV (oder CV') haben. Die vorherigen Resultate zu Ein- und Mehrschritt-
verfahren lassen sich leicht auf diesen Fall verallgemeinern. Anders wird es, wenn man die (beschrinkte)
Matrix A durch einen unbeschrinkten Differentialoperator ersetzt, was im folgenden geschieht.

Die unabhiingige Variable, auf die sich das Differentiationssymbol ’ bezieht, sei mit ¢ (statt ) bezeichnet
(die Vorstellung ist, dass ¢ die Zeit beschreibt). Der Differentialoperator A wird dagegen auf Ortsvariablen
T1,.--.,¢q angewandt. Obwohl d = 3 der realistische Fall ist, reicht es fiir die Zwecke dieser Vorlesung, d = 1
zu analysieren.

Notation 5.1.1 Die gesuchte Lisung wird mit u (statt friher y) bezeichnet. Die unabhdingigen Variablen
sind t und x. Die klassische Schreibweise fiir u ist deshalb u(t,x). Sei B ein Raum von Funktionen in der
Variablen x. Dann bezeichnet u(t) die (partiell in t ausgewertete) Funktion u(t,-) € B. Damit sind u(t, z)
und u(t)(x) gleichbedeutende Notationen. Sei I = [0,T das Zeitintervall, in dem t variieren soll. Ist D4 C B
der Definitionsbereich®® des Differentialoperators A, so lautet die partielle Differentialgleichung: Gesucht ist
eine stetige Funktion v : I — D4 C B, sodass

%u(t) = Au(t) fiir alle t € I. (5.1.1a)
Die Anfangswertbedingung lautet
u(0) = ug fiir ein up € D4 C B. (5.1.1b)

Fiir den Differentialoperator A werden zwei unterschiedliche Fille diskutiert:

0 o2
A= ae (a #0) oder A= ass (@ > 0). (5.1.2)

Im folgenden wird der Definitionsbereich von u(-,-) der Streifen
S=IxR mit]=]0,T] (5.1.3)

sein. Dabei variiert die Zeit ¢ in I = [0, 7], wihrend die Ortsvariable z in R variiert. I entspricht dem Intervall
I = [xg,zE] aus §4.1.1. Der Ortsbereich R wird als unbeschréinkt angenommen, da so Randbedingungen
vermieden werden®!.

Als Kandidaten fiir den Funktionenraum B bieten sich zwei Banach-Riume an:

e B = C(R), Raum der komplexwertigen, stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm |jv||z = ||v||, =
sup{|v(z)| : z € R}.
e B = L%

bedeutet, dass die Norm |[jv||z = [|v]l, =1/ [ |v(x)|” dz endlich ist. Dieser Banach-Raum ist zugleich

Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (u,v), := [, u(z)v(z)dz.

R), Raum der komplexwertigen, messbaren und quadratintegrablen Funktionen. Letzteres

Wir werden fiir die beiden Félle aus (5.1.2) zeigen, dass die Aufgabe losbar ist

50Der Definitionsbereich des Differentialoperators A ist Dg = {v € B : Av ist definiert und gehort zu B}. Oft reicht es, eine
kleinere, dichte Menge Bo C D4 zu wéhlen und die Resultate durch stetige Fortsetzung auf D4 auszuweiten.

51Eine #hnliche Situation ergibt sich, wenn die Lsungen 27-periodisch in # angenommen werden. Dies entspricht der Losung
im beschrinkten Gebiet ¥ = I x [0,27] mit der periodischen Randbedingung u(t,0) = u(t,27). Im 2m-periodischen Fall lauten
die Rdume

Cper(R) := {v € C(R) : v(z) = v(z + 2r) fiir alle z € R}, Lger(R) = {v € L*R) : v(z) = v(x + 2n) fiir fast alle = € R}.
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5.2 Der hyperbolische Fall A = oLi

Wir wihlen zuerst B = C'(R). Der Definitionsbereich von A ist der in B dichte Unterraum By = C'(R). Die
partielle Differentialgleichung 8tu = adam (oder einfacher als u; = au, bezeichnet) gehort zum Typ®? der
hyperbolischen Differentialgleichungen. Die Losung der Aufgabe (5.1.1a,b) ist direkt angebbar:

Lemma 5.2.1 Fiir jedes ug € By = C'(R) ist u(t,z) := uo(x + at) eine eindeutige Lisung des Anfangs-
wertproblems (5.1.1a,b).

Beweis. a) Da 8—u = gtuo(a:+at) = aug(r+at) und a_- uo(a:+at) ug(z+at), ist die Differentialgleichung
(5.1.1a) erfiillt. Zudem ist der Anfangswert u(0,z) := uo(a:)

b) Zum Eindeutigkeitsbeweis fiihrt man die Transformation auf die (charakteristische) Richtung ein:
E=ax+at, T =1tund U(T, &) = u(t(r,§),z(r,€)) mit der Umkehrtransformation t(r, &) =1, x(r,§) =& —ar.
Die Kettenregel liefert —U = ﬁ %t + %u;x = gtu — aa—u Da sind die Losungen von (5.1.1a) in den
neuen Variablen durch dle gewohnhche Differentialgleichung -ZU(7,€) = 0 (fiir jedes ¢ € R) beschrieben.
Dies hat offenbar genau die konstante Lésung U (7, &) = U (0, E) = u(t(0,£),2(0,£)) = u(0,&) = ug(&). ]

Im Falle des Raumes B = L?(R) wihlen wir die in B dichte Teilmenge C§°(R) als Definitionsbereich.
Dabei ist C§°(R) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger (der
Tréiger einer Funktion ist Tr(p) := {x € R : p(z) # 0}).

Bemerkung 5.2.2 Sei t > 0 beliebig. Gehort der Anfangswert ug zu C*(R) oder C$°(R), so gehért auch
die Losung u(t) zu C'(R) bzw. C§°(R). Auferdem gilt ||u(t)||g = |luollg sowohl fir ||-||z = |||, als auch
I-llg = [Ill, -

Beweis. Da u(t) eine verschobene Version von ug ist und eine Verschiebung die Zugehérigkeit zu B und die
Norm [|-||5 nicht &ndert, folgen die Behauptungen. |

5.3 Der parabolische Fall A =

dx2

Die parabolische Differentialgleichung mu =a dz“ heifit auch Wirmeleitungsgleichung, da sie die Entwick-
lung der Temperatur u zur Zeit ¢ am Ort z im Falle eines unendlichen Drahtes (eindimensionaler Falll)
beschreibt. Der Faktor a > 0 ist der Warmeleitungskoeffizient. Durch eine Transformation ¢ — at oder
x — y/ar kann man stets a = 1 erreichen, daher beschriinken? wir uns auf

ou 9%u

Lemma 5.3.1 Die Losung von (5.3.1) zu einem stetigen Anfangswert (5.1.1b) lautet

— (-9’ )
u(t, x) exp | ——— | d¢ firt >0 und z € R (5.3.2)
\/47r 4t
Beweis. a) Man priift nach, dass \/iﬁ exp (7(“”4;5)2) fiir jedes £ € R und ¢ > 0 eine Losung von (5.3.1) ist. Da

der Integrand in (5.3.2) exponentiell fillt, kann man auch hier Integration und Differentiation vertauschen
und erhilt so, dass u aus (5.3.2) die Wirmeleitungsgleichung (5.3.1) erfiillt.
b) Es bleibt lims o u(t,z) = uo(z) zu zeigen. Ein Blick in einschligige Formelsammlungen® zeigt, dass

\/H/ < 2)d<_1 fiir £ > 0, (5.3.3)

52Niheres zur Typeneinteilung der partiellen Differentialgleichungen enthilt Kapitel 1 in W. Hackbusch: Theorie und Numerik
elliptischer Differentialgleichungen. Teubner, Stuttgart 1996

53Die allgemeine Form einer parabolischen Differentialgleichung ist Bt = Au mit einem elliptischen Differentialoperator A,
dessen Spektrum o(A) einen nach oben beschrinkten Realteil besitzen muss: sup{Rez : z € 0(A)} < oco. Zur Definition der
Elliptizitét siehe Definition 1.2.1 im Buch aus Fufinote 52. Die Bedingung an o(A) legt das Vorzeichen von A fest.

547Zum Beispiel Seite 185 im Teubner-Taschenbuch der Mathematik, Teubner, Stuttgart, 1996
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Substitution { = ¢ — z liefert die Umformung
—(z—¢)’
\/1;‘ O exp ( w )%

= ug(z) + \/% /_0; [uo(§) — up(x)] exp (%) dg.

Um limg o u(t, ©) = uo(x) zu zeigen, mufl bewiesen werden, dass der letzte Summand fiir ¢ \, 0 gegen null
strebt.

Seien 2 und € > 0 fest gewéhlt. Wegen der Stetigkeit von ug gibt es ein § > 0, so dass |ug (&) — uo(z)| < /2
fiir alle |¢ — 2| < d. Wir zerlegen das Integral in die Summe von

u(t,xz) =

z+4d —(r — 2
hita) = = [ ) - w(@ew (%) e,

=9 —(r — 2
Bite) == [ fu©) - w@]ex (%) i,

S ” —ug(x)|ex 7_(27_6)2
IS(ta'T) T \/H vih [UO(E) 0( )] p ( At ) df

Das erste Integral ist beschrinkt durch

z+4d —(x— 2
Bl < [ o)~ wo(w)| e (%) de

Vart Jo—s
_ e/ 46 —(z—¢)? e/2 [* —(z—¢)’ - ¢
= Vit Joos P (T O Tmi ) P\ T )% e 2

Sei C' := sup,¢p |uo(x)| < oo. Dann ist I beschrinkt durch

~(@-¢’
\/E/ |uo(§) — uo(x)| exp (T) d¢

2C 20 - - 2 ubstitution 2C e
exp (x =9 de Substitutio 20 exp (—72) dr.
art ) oo 4t r=@—&)/VE VT Js)va

|Ig(t x | <

Da das uneigentliche Integral [* exp (—72)dr existiert, gilt [ exp (—7%) dr — 0 fiir R — co. Damit gilt
fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0, dass |I2(t,x)| < . Fiir I3 erhalten wir die gleiche Schranke |I3(t,z)| < %.

Zusammen gilt also ‘ﬁ I [uo(€) — uo(x)] exp _(””425)2 df‘ < £ 4 £ + £ =¢ fiir hinreichend kleines ¢ > 0.
Da x und € beliebig gew#hlt waren, gilt fiir alle z, dass

t\ox/zF/ [uo(&) = uo(e )]eXp( s m ik )df_o
]
Wie im Lemma formuliert, fithrt bereits ein nur stetiger Anfangswert ug zu einer unendlich oft differen-
zierbaren Losung u(t) bei t > 0. Allerdings existiert die Losung nur fiir ¢ > 0, nicht fiir ¢ < 0. Im Gegensatz
dazu gilt im hyperbolischen Fall die Losungsdarstellung aus Lemma 5.2.1 genauso gut fiir ¢ < 0.
Im hyperbolischen Fall waren die Normen ||u(t)|| 5 unabhéngig von ¢. Im parabolischen Fall gelten dagegen
nur Monotonieaussagen.

Lemma 5.3.2 u(t) € B = C(R) sei Losung von (5.3.1). Dann gilt ||Ju(t)|| . < [|[u(0)||., fir alle t > 0.
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Beweis. Sei C := ||u(0)||, - Da fiir ¢ = 0 nichts zu beweisen ist, sei ¢ > 0. Aufgrund von (5.3.2) erhalten wir

_ 2
Ju(t, z)] < —— / Jun(€) eXP( (4t£)>df—\/ﬁ eXp( w4t£)>d£<s.3:.3>c’

also ||u(t)||, < C. |

Lemma 5.3.3 u(t) € B = L*(R) sei Losung von (5.3.1). Dann gilt ||u(t)||, < |lu(0)]|, fir alle t > 0.

Beweis Man schlieBt entweder aus (5.3.2) oder aus allgemeinen Uberlegungen (vgl. Bemerkung 5.4.2a), dass
94 ¢ L?(R), sodass die folgenden Integrale existieren. Sei ¢t > ¢' >0. Wegen

/ u(t”, )da?—/ da:—/ Bt dtdar—Q// )dtd
t! t!
2
—2// ”dtd —2// “”ddt —2/ /( ”)d;cdtgo
t’ t’ t’

ist ||u(t)||§ schwach monoton fallend. |

dx

5.4 Halbgruppe der Lésungsoperatoren

Sei By C D4 C B ein dichter Teilraum von B (z.B. C'(R), C§°(R) oder C*°(R)). Fiir jeden Anfangswert
uo € By existiere eine Losung u(t) € By der Anfangswertaufgabe (5.1.1a,b). Die Abbildung ue — u(t) fiir
ein festes ¢ > 0 ist offenbar linear. Damit ist der Operator T'(t) mittels

T (t)uo = u(t)

auf By definiert und wird Lésungsoperator genannt.

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Ungleichung |lu(t)|| 5 < [[u(0)||, = lluoll,, bewiesen. Selbst wenn
lu(t)|| g < K(t)||luol|,, mit einer nur von ¢ abhéngigen Konstante gelten wiirde, ist 7'(t) auf By beschrénkt,
dh. T(t) € L(By, B).

Bemerkung 5.4.1 Sei T(t) € L(By, B) und By dicht in B. Dann kann T(t) eindeutig auf B stetig fort-
gesetzt werden, wobei das fortgesetzte T(t) € L(B,B) und das urspriingliche T'(t) € L(By, B) die gleiche
Operatornorm haben (d.h. sup{||T(t)v||g /||vllg : 0 # v € Bo} = sup{||T(t)v||z /|lvllg : 0 # v € B}).

Beweis. Sei ug € B. Es gibt eine Folge v, € By mit lim, .« |[uo — vo,n||z = 0. Man priift nach, dass die
vy, = T (t)vo,,, eine Cauchy-Folge bilden und daher ein eindeutiges w := lim,,_, o vy, definieren. Die Definition
T(t)up =: u definiert in der gewiinschten Weise die stetige Fortsetzung zu T'(t) € L(B, B). |

Im Falle von B = C'(R) wihle man By := C*°(R) als dichte Teilmenge von D 4. Es lisst sich allgemein
zeigen, dass die Vertauschbarkeit AT () = T'(t)A gilt. Sei ug € D4, so folgt Aug € B und T'(t)Aup € B
gemifl Bemerkung 5.4.1. Wegen AT'(t) = T'(t)A gilt aber auch T'(t)Aug = AT (t)uo € B, d.h. T(t)ug € Da.
Dies beweist den ersten Teil der folgenden Bemerkung. Der Beweis des zweiten Teils folgt spéter.

Bemerkung 5.4.2 a) Sei t > 0. Der Lisungsoperator T(t) bildet den Definitionsbereich D 4 in sich ab.
b) u(t) = T(t)uo ist fir alle ug € D4 Lipschitz-stetig.

Satz 5.4.3 D4 sei dicht in B. Die Menge {T'(t) : t > 0} bildet eine Halbgruppe mit neutralem Element, d.h.
T(0) =1 ist die Identitit, wihrend T (t)T(s) =T (t + s) fir alle t,s > 0 gilt.

Beweis. a) Definitionsgemif gilt T'(0)uo = u(0). Wegen (5.1.1b) ist zudem u(0) = ug. Dies beweist T'(0) = I.

b) Sei ug € D4 und u(r) = T(1)up fiir alle 7 > 0. Man setze U(t) := u(t + s) € Dy (vgl. Bemerkung
5.4.2). U ist wieder Lésung von (5.1.1a) und besitzt den Anfangswert us := u(s) = T'(s)up € Da. Also ist
U(t) = T(t)us. Zusammen gilt

T(t+ s)ug =u(r+s) =U(t) =T {t)us = T(t)T(s)uo



fiir alle ug € D4 und alle s,¢t > 0. Da Dy4 dicht in B, folgt T'(t + s) = T'(t)T'(s). |

Man nennt {T'(¢) : ¢ > 0} die von A erzeugte Halbgruppe. Das erzeugende A kann fiir alle v € D4 mittels
Av = limyo [(T(t)v — v) /t] zuriickgewonnen werden. Eine andere Schreibweise fiir T'(t) ist e‘4.
Im Weiteren benétigen wir die folgenden Eigenschaften von T'(¢):

Voraussetzung 5.4.4 {T(t) € L(B,B) : t > 0} sei eine Halbgruppe mit neutralem Element T(0). Ferner
sei T(t) auf I =10,T)] gleichmifSig beschrinkt:

T gp < Kt fiir alle t € I =[0,T. (5.4.1)
Fiir die Modellbeispiele A = a% und A = da_; wurde bereits || T(t)|| 5,5 < 1 gezeigt, d.h. K7 = 1.

Ubungsaufgabe 5.4.5 a) Fiir ein 7 > 0 sei K, := supg<i<. [[T(t)||pp < 00. Ferner seit > 0. Man zeige
die Abschitzung [|T(t)|| 5, g < K™V wobei [t/T] :=inf{n € N:t/T < n} die Aufrundung bezeichnet.

Beweis zu Bemerkung 5.4.2b. Fiir jedes 0 < 6 < 1mit ¢t,t+6 € I =[0,T] gilt u(t + ) —u(t) = fttH %dt =

tt+5 Au(t)dt. Sei U(t) die Losung zum Anfangswert Up := Aug. Aufgrund der Vertauschbarkeit gilt Au(t) =
AT (t)ug = T(t)Aug = U(t). Die gleichmiflige Beschrinktheit von U(-) auf I zeigt die Lipschitz-Stetigkeit
[[u(t +6) —u(®)llp < Kb || Auol|p - u

Bemerkung 5.4.6 Bisher wurde nur die homogene Gleichung %u(t) = Au(t) erwdihnt. Im Falle der in-
homogenen Gleichung Zu(t) = Au(t) + f(t) erhilt man die Losung als u(t) = T (t)uo + fot T(t—s)f(s)ds.

5.5 Diskretisierung der partiellen Differentialgleichung
5.5.1 Notationen

Die reelle Achse R der z-Variablen wird durch ein beidseitig unendliches Gitter der Schrittweite Az > 0
ersetzt:
Gar ={z=vAzx:v e Z}. (5.5.1)

Entsprechend wird das Intervall I = [0,7] durch das endliche Gitter der Schrittweite At > 0 ersetzt:
Ine={t=pAt <T:peNy}
Das Produkt beider Gitter liefert das Rechtecksgitter
YAl = Tat X Gap = {(t,z) €S z/Az €7, t/]At € Ny}

(vgl. (5.1.3)). Die Schrittweiten Az, At werden im Allgemeinen nicht unabhiingig voneinander gewihlt,

sondern mittels eines Parameters A verbunden (die Potenz von Az entspricht der Ordnung des Differential-
operators A):

)= At/Az  im hyperbolischen Fall A = a%,

B { At/Az? im parabolischen Fall A = 2.

dxz?

(5.5.2)
Fiir eine auf X3! definierte Gitterfunktion U : ¥3% — C verwenden wir die Notation
Ul = U(uAt,vAx) fiir (uAt,vAz) € DAL,
Mit U* := (UF), o, werden alle Gitterwerte bei ¢ = pAt zusammengefasst. Sei £ = C* der lineare Raum

der beidseitig unendlichen Folgen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit Skalen. Den
Banach-Réumen B = C'(R) (oder L*(R)) und B = L*(R) entsprechen die Folgenriume ¢>° und ¢?:

e (*° =C” mit der Norm ||U||,.. =sup{|U,|:v € Z} ist Banach-Raum,
e (> =C” mit der Norm ||U||,. = \/Az Y,y |U, |” ist Hilbert-Raum.

Als allgemeines Symbol wird ¢P verwendet (p € {2, 00}).
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5.5.2 Transferoperatoren r,p
Der kontinuierliche Banach-Raum B und der diskrete Raum ¢P der Gitterfunktionen werden mittels
r=rag: B =P (5.5.3a)

verbunden. Der Buchstabe r steht fiir “Restriktion”. Der Index Az wird meist weggelassen, da sich die
Schrittweite aus dem Zusammenhang eindeutig ergibt.
Im Falle von B = C(R) liegt die Interpolation in den Gitterpunkten von Ga, nahe:

u € C(R) = ru € £ mit (ru); = u(jAz) fir j € Z. (5.5.3b)

Im Falle von B = L?(R) ist keine Interpolation moglich, da Funktionen aus L?(R) keine wohldefinierten
Punktauswertungen zulassen. Man kann aber Mittelwerte bilden:

1 (i+1/2)Az

u € L*(R) = ru € (? mit (ru); = / u(z)dr fir j € Z. (5.5.3c)
Az Jio1/2) 50

Wir setzen voraus, dass r = ra; : B — P beschrinkt ist:

lrazllp g < Cr fiir alle Az > 0. (5.5.4)

Lemma 5.5.1 Die Restriktionen (5.5.3b,c) erfillen die Bedingung (5.5.4) mit C. = 1 in den Normen
||'||zooeC(R) bzw. ||'||e2eL2(R)-
Beweis. a) Fall von (5.5.3b): [[rull,- = sup{|u(jAz)|:j € Z} < sup{|u(z)| : z € R} = [Jull¢(g)-

2
b) Fall von (5.5.3¢): [[rul® = [[rull2 = Az Y2, | (ru), 2 = 2 ¥, ‘ SOy (a:)da:‘ und die Schwarz-

sche Ungleichung

(j+1/2)Az 2 (j+1/2)Az (j+1/2)Az , (j+1/2)Az ,
/ u(z)dz| < / ldz | - / |u(z)|” dx :Aa:/ |u(z)|” dx
(j—-1/2)As (j-1/2)A= (j-1/2)A= (j-1/2)A=
1/2)A
ergeben [[rull}, < 3 [0 u(@)[* do = [ |u(@) dz = Jull 2z, .

Die “Prolongation” p wirkt in der umgekehrten Richtung p = pa, : /Z — B. Wir setzen voraus, dass ein
p mit folgender Eigenschaft existiert:

lPazll g < C)p fiir alle Az > 0 und rp=1. (5.5.5)
Die Bedingung rp = I besagt, dass p die Rechtsinverse von r ist.

Ubungsaufgabe 5.5.2 Man priife nach, dass in den Fillen (5.5.3b,c) die folgenden p die Bedingung (5.5.5)
mit Cp, = 1 erfiillen:

p ist stiickweise lineare Interpolation: (5.5.6a)
v €L = pv e C(R) mit (pv) (z) = Ovj + (1 — O)vj41, wobei z = (j +O) Az, j€Z, © €[0,1),

bzw.

p ist stiickweise konstante Interpolation: (5.5.6b)

ve g e LB) mit () (2) = vy, wobei v € [ (-3 ) an (5+1)) s e
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5.5.3 Differenzengleichung
Am Anfang sind die Werte U mittels UJ = rug gegeben (r aus (5.5.3a)). Die explizite Differenzengleichung

Ustt = " aUL, (5.5.7)
JEZ

erlaubt dann, den néchsten Zeitschritt U#T! aus U* zu berechnen. In der Praxis ist Y jez €ine endliche
Summe, d.h. fast alle a; verschwinden.

Beispiel 5.5.3 a) Im hyperbolischen Falle ersetzt man %u durch den Differenzenquotienten w

o 4 = 0 durch o S Lt man HUESG) — MSE ah wlt+ A ) o
ernatt man mi .J.

alAt
At,z) = agt
u(t+ At,z) = u(t,z) + -

(u(t,z + Az) —u(t,z)), dh. UL =(1—aX\)UF+aXUL,,. (5.5.8a)
b) Ersetzt man die rechtsseitige Differenz W durch die symmetrische Differenz

"(t’I+AI2);;‘(t’I7Az), gelangt man zur Differenzengleichung

A A
Ullli+1 _ _%Uil +U* + %ULLJA‘ (5.5.8b)

c¢) Eine weitere Ersetzung von w durch "(Hm’z)*{“(t’zZAzH"(t’I*Az)]ﬂ liefert
t 7

1—a) 1+ a)
U,’f+1 = TUII/Ll + TU5+1. (5580)
d) Im parabolischen Falle A = j—:g liegen die Ersetzungen “(HM+W fiir %u und der zweite

Differenzenquotient "(m*Az)72%;’;)+“(t’z+Az) fiir ‘327‘; nahe und filhren mit der Definition X = At/Axz?

aus (552) auf u(t—i—Atil—u(tJ) — 2u(t7x)—u(tw;ﬁ;)—u(t,m—i—Am), d.h.

Ut = XUL_, + (1 =20 U} + \UL . (5.5.9)

Die Differenzengleichung (5.5.7) beschreibt eine lineare Abbildung U* — U#*! und definiert den linearen
Operator

C:lr =7, (CU), = a;U,y; fiir U € (7. (5.5.10)
JEZ

Voraussetzung 5.5.4 Im folgenden darf der Differenzenoperator C (und damit auch die Koeffizienten a;)
vom Parameter X und der Schrittweite At abhingen: C = C(\, At) (die Abhdngigkeit von Ax ergibt sich
automatisch mittels (5.5.2)).

Ein Beispiel fiir einen At-abhéingigen Differenzenoperator ergibt sich in

Beispiel 5.5.5 Zu A = a% sei C(\) ein passender Differenzenoperator. Zu A = a% + b ergibt sich dann
C'(\At) :=C(\) + At - b, d.h. ag aus (5.5.7) wird durch afy := ag + At - b ersetzt.

Ubungsaufgabe 5.5.6 Man zeige: a) Falls > jezlaj| < oo, ist C(X,At) € L(£>°,£>),
b) falls sup;cy |aj] < oo, ist C(\, At) € L ((2,0%).

Die p-fache Anwendung von C(A, At) liefert U# = C*U° und damit U(uAt, vAz) = (C*U°) .
Bemerkung 5.5.7 Hier sind die Koeffizienten a; Zahlen. Falls anstelle der skalaren Gleichung uy = Au mit

u:I xR = R eine vektorwertige Gleichung mit v : I x R — RN wvorliegt, ergeben sich fir die Koeffizienten
N x N-Matrizen aj. Der vektorwertige Fall sind in §5.13 diskutiert werden.
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5.6 Konsistenz, Konvergenz und Stabilitéit

Im Folgenden wird die Restriktion r aus §5.5.2 verwendet. Man beachte, dass man zwischen Konsistenz
beziiglich ¢? und ¢ zu unterscheiden hat.

Definition 5.6.1 (Konsistenz) By C Dy sei eine dichte Teilmenge von B. (P sei passend zu B gewdhlt.
Mit u(t) = T(t)uo, ug € Bo, sei die Lisung von (5.1.1a,b) bezeichnet. Der lokale Diskretisierungsfehler
wird mittels 1
T(t) = A [ru(t + At) — C(\, At)ru(t)]
definiert. Das Differenzenschema C(\, At) heifst konsistent (beziiglich £P), falls
sup {||7(t)[|pp : 0 <t <T — At} =0 fiir At — 0 und alle ug € By.

Die letzte Bedingung ist dquivalent zu sup {||r [T'(At) — C(A\, At)] T'(t)uol|,, : 0 <t <T — At} = o(At)
fiir alle ug € Byg.
Man beachte, dass die folgende Konvergenzdefinition den gesamten Banach-Raum B und keinen dichten

Teilraum B, verwendet.

Definition 5.6.2 (Konvergenz) Fir alle ug € B bezeichne u(t) = T(t)uy die exakte Lisung. Das Diffe-
renzenschema C'(X\, At) heifit konvergent (beziiglich (7), falls

[lru(t) — C (X, At) rug|ler — 0 fiir At = 0 und pAt —t € I =10,T].
Definition 5.6.3 (Stabilitdt) Das Differenzenschema C(X\, At) heifit stabil (beziiglich (P ), falls
sup{[|C(A\, At)"[|pp _gp = At >0, p € Np, 0 < pAt < T} < oo. (5.6.1)

Wenn (5.6.1) nur fiir gewisse Werte von X zutrifft, heifit das Verfahren bedingt stabil. Gilt (5.6.1) dagegen
fiir alle A > 0, heif$t das Verfahren unbedingt stabil.

Im Falle von (5.6.1) ist die Stabilititskonstante definiert durch
K = K(\) = sup{ICO\, Al o = A> 0, € Ny, 0< pt < T},

5.7 Sitze

Zunichst wird gezeigt, dass Konsistenz und Stabilitdt zusammen mit einigen technischen Voraussetzungen
die Konvergenz impliziert.

Satz 5.7.1 (Konvergenzsatz) Vorausgesetzt werden: (a) Bedingung (5.5.4) beziiglich ¢? an r, (b) Voraus-
setzung 5.4.4 an T(t) (dquivalent zu (5.4.1)), (¢) Stabilitit des Differenzenschema C(\, At) beziiglich (P,
(d) Konsistenz beziiglich ¢P. Dann ist das Differenzenverfahren konvergent beziiglich 7.

Beweis. a) Zu einem Anfangswert ug € By C D4 (By dichte Teilmenge von B) sei u(t) = T'(t)uo definiert.
Wir spalten wie folgt auf:

ru(t) — C(A\, At)rug = r[u(t) — u(uAt)] + [rT(pAt) — C(N, At) r]ug
=r[u(t) — u(pAt)] + [rT(AH)* — C(\, At)* 7] up.

Es gilt die teleskopartige Darstellung rA# — Bty = SMZ) BV [rA — Br] AP=7=1. Mit A := T(At) und
B = C(A, At) folgt

[lru(t) — C(\, At) rugl|,»

< rll e () = w(uAB)l g + D NCO A lpp o IIFT(AL) = OO Ab)r] u((p = v = 1) At
< Ky llu(t) = w(pAt)llp + Y KMNALIr((n—v = 1) Ab)]l
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mit der Stabilitdtskonstanten K (). Da ug € By C Dy, ist u(t) = T(t)uo stetig (vgl. Bemerkung 5.4.2b),
sodass ||u(t) — u(uAt)||z — 0 fir pAt — t. Damit ist der erste Summand eine Nullfolge.

Der lokale Diskretisierungsfehler 7 strebt aufgrund der Konsistenzvoraussetzung gleichméfig gegen null.
Mit [|7((p — v — 1) At)||,» < € gilt aber auch Z’:;é KMNAt|[T((p—v = 1) At)||;p < pK(XN)Ate < K(XN)Te
wegen puAt < T, sodass die gesamte Summe gegen null strebt. Dies beweist die Konvergenz im Falle eines
Anfangswertes ug € Byp.

b) Fiir einen allgemeinen Anfangswert uy € B und ein beliebiges ¢ > 0 findet man ein uj € By mit
lluo — uillg < e/ (BK, max{||T(t)llz._p,K(N)}). Die zugehorige Losung u*(t) = T'(t)ug erfiillt

lIr [u(t) — v Ol < Kr [|T'(#) o — uglllp < Kr IT®)lpep lluo —ugllp < /3
und
IC(A, At)rug — C (A, At)rug || = ||C(A, A1 [ug — ug]l e < K(NK |luo — ugllp < /3.

Zusammen mit [[ru*(t) — C(X, At)*rugll,, < /3 nach Teil a) fiir hinreichend kleine At und t — pAt, folgt
lru(t) — C(X\, At)*rug||,» < e, sodass auch fiir allgemeine Anfangswerte uy € B Konvergenz gezeigt ist. m

Als néichstes zeigen wir, dass die Stabilitéit auch notwendig fiir die Konvergenz ist.

Satz 5.7.2 (Stabilitdtssatz) B und (P seien passend gewdihlt. Es gelte (5.5.4), (5.5.5) und (5.4.1). Dann
impliziert die Konvergenz (bzgl. (P ) des Differenzenschema die Stabilitit (bzgl. (7).

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Wenn das Differenzenschema nicht stabil ist, gibt es Folgen
At, > 0,y € Ny mit 0 < p,At, < T, sodass ||[C(\,At,)* ||,p,_ 4 — 00 fiir v = oo. Da das Intervall
I =[0,T] kompakt ist, kénnen wir zu einer Teilfolge iibergehen, sodass u, At, — t € I. Aus der Konvergenz
schlieft man

lru(t) — C(X, At,)* rugl|,, — 0 fiir alle ug € B,

also insbesondere

ICN At ) ruollpy < T+ lru@llp < 1+ [Irllp g ITOpp lluollp

u(t)=T(t)uo
< K, Kt ||uoll g =: K1(uo) fir v > 1y

(5.5.4), (5.4.1)

mit hinreichend grofiem vy = vp(ug). Man schliet hieraus, dass C, := C(\,At,)"*"r eine Folge von
Operatoren ist, die punktweise beschrinkt ist, und kann das Korollar 2.7.3 zum Satz iiber die gleichmifige
Beschrénktheit verwenden. Hiernach ist C), gleichméflig beschrinkt: Es gibt ein K mit

NICN, At) 7|l < K fir alle v € N.
Da nach (5.5.5) p eine beschriinkte Rechtsinverse von r darstellt, folgt
||C(/\7 At,,)“” ||£P<—£P = ||C(/\7 AtV)#VTPHZM—ZP < ||C(/\7 Atl/)uur”[m_B ||p||B<—£P (5§5) KKP
im Widerspruch zur Annahme [|[C(X, At,) || 5w — 0. |
Die Folgerung aus den beiden vorangegangenen Sitzen ist der Aquivalenzsatz:

Satz 5.7.3 (Aquivalenzsatz) Vorausgesetzt seien (5.4.1), (5.5.4), (5.5.5) und die Konsistenz beziiglich (.
Dann sind Konvergenz und Stabilitit (jeweils beziiglich €P) dquivalent.

5.8 Hinreichende und notwendige Bedingungen fiir Stabilitéit

Die folgenden Resultate gehoren zu der klassischen Stabilitsitstheorie von Lax-Richtmyer®®.

55P.D. Lax und R.D. Richtmyer: Survey of the stability of linear difference equations. Comm. Pure and Appl. Math., 9 (1956)
267-293
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Kriterium 5.8.1 Falls |[C(X, At)|| ;oo < 14+ Kx\At fiir alle At > 0, so ist das Differenzenverfahren stabil
mit der Stabilititskonstanten K () := eTKx,
Beweis. ||CON A oo S NCOLAD G < A+ KZADY < (ef0AN = efondl < KT g

Ub. 2.4.10a pALLT
Zur Abschétzung von ||C(A, At) dient die

||lp<;[p

Bemerkung 5.8.2 Das Differenzenverfahren (5.5.10) erfillt ||C (A, At)|| oo < > laj].

Beweis. Es ist C'(\, At) = ) a;E;, wobei der Verschiebungsoperator Ej; definiert ist durch (E;U), := Ujy,.
Da Verschiebungen die /P-Norm von U invariant lassen, gilt ||Ejl|,,, ,, = 1. Daher [|[C(A, At)||pp_pp =
1220 Ejllgpgr < 21051 1 Ejllgp o = D= laj - L

Die Kombination der vorhergehenden Resultate ergibt das

Korollar 5.8.3 Wenn Y |a;| <1+ K\At fiir alle At > 0, so ist das Differenzenverfahren stabil (beziglich
der (2~ und (>*°-Norm) mit der Stabilititskonstanten K(\) := eT*x.

Definition 5.8.4 Das Differenzenverfahren (5.5.10) heifit positiv, falls fiir alle Koeffizienten a; > 0 gilt.

Positive Differenzenverfahren haben die Eigenschaft, nichtnegative Gitterfunktionen U € 7 (d.h. U; > 0
fiir alle j) in nichtnegative Gitterfunktionen C'(A, At)U abzubilden. Das Korollar 5.8.3 liefert das

Kriterium 5.8.5 Positive Differenzenverfahren (5.5.10) mit Y a; = 1+ O(At) sind stabil.
Wir kénnen auch ein Kriterium fiir Instabilitdt formulieren:

Kriterium 5.8.6 Sei ) a; > 1+ Atc(At) mit limas—,o c(At) = 0o (2.B. Y a; > konst > 1). Dann ist das
Differenzenverfahren (5.5.10) instabil (beziiglich der (*- und £>-Norm,).

Beweis. a) Im Falle von (> wihle man U° € (> als die Konstante 1, d.h. UJQ = 1 fiir alle j € Z.
Fir U' = C(\, At)U° findet man (U° mit ¢ := Y a; und entsprechend U*¥ = C(\, At)*U° = (+UC.
Also ist ||CO\ A || pogo > ¢ > [L + Ate(At)]* . Mit Ubungsaufgabe 5.8.7a folgt die Behauptung.

b) Im Falle von ¢? ist das obige U° nicht zuliissig, da es keine endliche ¢2-Norm besitzt. Stattdessen
werden wir den Beweis im Anschluss an Satz 5.10.1 nachliefern. ]

Ubungsaufgabe 5.8.7 Es gelte lima;_o c(At) = 00. a) Man beweise
sup{[l + Atc(At)]" : p e Ny, At >0, pAt < T} = co.

b) Ferner zeige man: Fiir jede Konstante K > 0 und alle p € N mit u < T /At erfillt YK die Ungleichung
{/K <1+ C,At. Hinweis: Fiir c(At) := ( K(\) — 1) /At beweist man, dass C, 1= supa;>q c(At) < o0.

Wir versuchen, die Kriterien auf die Beispiele aus §5.5.3 anzuwenden.

Beispiel 5.8.8 a) In (5.5.8a) lauten die Nicht-Null-Koeffizienten ag = 1 — aX\ und a; = aX. Fir A mit
0 <aX <1ist (5.58a) ein positives Verfahren mit Y a; =1, also stabil gemdfy Korollar 5.8.3.

b) In (5.5.8b) lauten die Nicht-Null-Koeffizientena_y = —%, ag = 1, a1 = 2. Der triviale Fall a = 0 sei
ausgeschlossen. Korollar 5.8.3 lisst sich nicht anwenden, da Y |a;| = 1+al. Es ist kein positives Verfahren.

¢) In (5.5.8c) lauten die Nicht-Null-Koeffizienten a_; = =2 und a; = 1222, Unter der Bedingung
laA| <1 ist das Verfahren positiv, und Kriterium 5.8.5 sichert die Stabilitit () a; = 1).

d) In (5.5.9) lauten die Nicht-Null-Koeffizienten a_1 = X, ag = 1 — 2\, a1 = \. Fiir X\ € (0,1/2] ist das
Verfahren positiv, und Kriterium 5.8.5 sichert die Stabilitdt.

Eine interessante Frage ist, inwieweit ein stabiles Verfahren nach einer Storung stabil bleibt.
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Lemma 5.8.9 (Stérungslemma) Sei C(\ At) stabil in (P mit der Stabilititskonstanten K(\). Die
Storung D(X, At) sei beschrankt durch ||D(X, At)|p,_p» < CpAt. Dann ist C'(X, At) := C (X, At)+ D(X, At)
wieder stabil in (P mit der Stabilititskonstanten®® K'(\) < K(XN)eKXMNCeT wobei T = [0,T] das gegebene
Zeitintervall sei. Dies Resultat gilt auch in dem Falle, dass C()\,At) und D(\,At) nichtvertauschbare®”
Operatoren sind.

Beweis. Wir haben C'(\, At)* abzuschitzen. Die einfache binomische Formel gilt nur fiir vertauschbare
Summanden. Im allgemeinen Fall ist

I
[C+D]" =) > C*'DC*D---C*m DO+,

m=0 a1+...f+au+1=p—m

wobei die zweite Summe iiber alle a; € Ny mit oy + ... + a1 = p — m gefiihrt wird. Jeder Summand
CDC*D ---C* DC*n+1 enthidlt m Faktoren D und p —m Faktoren C'. Die Anzahl dieser Summanden
zum € [0,p] ist (*) (vgl. binomische Formel). Zusammen mit der Abschéitzung

|C** DG D - o+ DO+ || L (|G| [DIL[IC*[| DI -+ € [ IDI] €+ < K(A)™ ! (CpAt)™

erreichen wir die Ungleichung

IC" A e pp = NCNAL) + DA [l < D (LYK (CpAY™
= KW (X)) ENCpAY™ = KQ)(1+KQX)CpAt)".
m=0

Mit (14 K(A\)CpAt)* < exp(K(A\)CpuAt) < eKNEPT (vel. Ubung 2.4.10) folgt die Behauptung. m
nAt<T

Bemerkung 5.8.10 a) Eine einfache Anwendung von Lemma 5.8.9 lautet wie folgt: Der Differentialopera-
tor A in Zu = Au (vgl. (5.1.1a)) sei A = A + Ay, wobei A, Ableitungen mindestens erster Ordnung enthilt,

ot
sodass A11 = 0, wihrend Agu = agu der Term nullter Ordnung ist. Die Diskretisierung spalte sich entspre-

chend in C(X, At) = C1 (X, At) + Co(X, At) auf. Da fiir Cy die Abschitzung ||Co(X, At)|,p._p» = O(AL) gilt
(wenn die Diskretisierung konsistent sein soll), ergibt sich die Stabilitit von C'(X\, At) aus der von C (A, At).
Dies bedeutet, dass 0.B.d.A. der Differentialoperator A ohne Terme nullter Ordnung untersucht zu werden
braucht.

b) Sei A = A;. Die Figenschaft A1 = 0 (siehe Teil a) zeigt, dass u = 1 eine Lisung ist. Hieraus leitet
man die spezielle Konsistenzbedingung

Z a; =1 (= I im matrizwertigen Fall) (5.8.1)
JEZ

fiir die Koeffizienten von C'(\, At) (vgl. (5.5.10)) ab.
Ein notwendiges Kriterium kann mittels des Spektralradius®®
p(A) :=sup{|A| : A ist singuldirer Wert von A}

formuliert werden. Man beachte, dass die Stabilitit von der Wahl des Banach-Raumes /P abhéngig sein kann,
aber p(C'(X, At)) nicht von £P abhéngt.

Kriterium 5.8.11 FEine notwendige Bedingung fiir Stabilitdt ist

p(C(X At)) <1+ O(At).

56Tm Falle der Vertauschbarkeit CD = DC verbessert sich die Stabilititskonstante zu K'(\) < K(\)e¢pT.

5TNichtvertauschbarkeit tritt im Allgemeinen auf, wenn die Koeffizienten a; Matrizen sind (vgl. §5.13).

58 ) ist reguliirer Wert von A, falls A\I — A bijektiv ist und die Inverse (\I — A)~' € L(B, B) existiert. Andernfalls ist X ein
singuldrer Wert von A. Im Falle endlich-dimensionaler Vektorriume (z.B. Matrizen) fallen die Begriffe “singuldrer Wert” und
“Eigenwert” zusammen.
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Beweis. Fiir p € N gilt p(A*) = p(A)*. Andererseits gilt p(A4) < ||A] fiir jede zugeordnete Norm. Damit
liefert die Stabilitét

p(C (N, At = p(C(A, AL)Y) < ICA, Ao g S NCNAD | go e < K (A)
fiir alle p, At mit pAt < T. Mit Ubungsaufgabe 5.8.7b beweist man p(C'(\, At)) < 1+ C,At. |

Bemerkung 5.8.12 Der Operator C(\, At) € L(¢*,(?) sei normal, d.h. C(\, At) vertausche mit dem ad-
jungierte Operator C'(X\, At)*. Dann gilt p(C (X, At)) = ||C(X, At)||2._p und Stabilitit liegt genau dann vor,
wenn p(C (A, At)) <1+ O(A?).

Beweis. a) Der normale Operator sei mit A bezeichnet. Zuerst zeigen wir, dass ||A?||pz 2 = [|A*Al|2g2.
Mit (AAu, AAu),, = (A*AAu, Au)p, = (AA* Au, Au)p = (A" Au, A* Au) ,, folgt

|A%||72 2 = sup (AAu, Adu),, = sup (A*Au, A*Au),. = [[A*All72po-

llull2=1 llullp2=1
Da auch
[|A*Allp2 ez = sup (u, A*Av) ;o = sup (Au, Avye > sup  (Au, Au) e = ||Al|720 e,
lull2=llv]l;2=1 llull2=llv]l;2=1 U= lul|2=1
ist || A7, p2 > ||A%||;zer2 gezeigt. Wegen ||A?||;zep2 < ||A||Z:, 2 ist zusammen die Gleichheit ||A?||p2p2 =

||A* Al|g2_¢> bewiesen. Analog folgt ||A||%, 2 = [|A"||s2¢2 fiir alle n = 2% (k € N) und dann fiir alle n € N.

b) Es gilt die Charakterisierung p(A) = lim,, oo {/||A™]|¢2+¢2. Nach Teil a) also p(A) = ||A||s2¢z.

c) Nach Kriterium 5.8.11 ist p(C'(A, At)) < 14 O(At) notwendig, wahrend [|C'(A, At)[ 2,2 < 14+ O(AL)
nach Kriterium 5.8.1 hinreichend ist. Da p(C(A, At)) = ||C(A, At)||,2,_s2 , sind beide Ungleichungen aber
identisch. ]

Da Bemerkung 5.8.12 ein relativ einfaches Stabilitdtskriterium an die Hand gibt, kann man sich fragen,
ob Ahnliches auch fiir allgemeinere Operatoren gilt. Dazu fiihren wir “fast normale Operatoren” ein:

C(X, At) ist fast normal, falls [|C(X, At)C(X, At)* — C(X, At)* C(N, At)| oo < M (A)? |C(X, AL)|[7

2

fiir eine Konstante M < oo.

Kriterium 5.8.13 Wenn C(\,At) fast normal ist, sind Stabilitit beziiglich (> und die Abschitzung
ICN, Ab)||j2p2 < 14 O(At) dquivalent.

Beweis. a) Da |[|C(X, At)|| 2,_p2 < 14+O(At) nach Kriterium 5.8.1 hinreichend ist, bleibt nur die Notwendigkeit
zu beweisen. Im folgenden schreiben wir kurz A anstelle von C (), At).

b) Zuniichst beweisen wir per Induktion, dass (4*)" A* in hochstens p? /2 Schritten in (4* A)" umgeordnet
werden kann. Im Falle von y = 1 ist keine Umordnung nétig, und 0 < (1%) /2 beweist den Induktionsanfang.
Induktionsschritt: Da

(A*ATE o (A APATA s (AP ARTL
w2 /2 Schritte 1 Schritte

und "; +pu < %, ist die Behauptung gezeigt.

¢) Pro Vertauschung éndert sich die Matrixnorm hachstens um M (At)? ||A||%Ll2 . Dazu seien in folgen-
dem Produkt die Faktoren A;, 1 < j < 2u, entweder A oder A*:

|Ar - Ay AA* Apys - Aoy — Ay Ay AT AA s Aoyllpe _pe
< ||A1 o ‘AV||42<_z2 ||AA* - A*A”p(_p ||A,,+3 T A2u||gzeez

<A [M A AR | NAIEZS = MAD? A%, fiiralle 0 <v < 2 -2,

wobei die Fast-Normalitét und ||A*||,2,_p2 = || Al|2._s2 ausgenutzt wurden.
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d) Bildet man in

* * M
(Afu, Afu) g = (u, (A7)" Au) . b)Z ‘o (u, (A" A)" e = = (A JAIZE g2 Il

das Supremum iiber alle v € ¢ mit ||u|,, = 1, wird die linke Seite zu ||A“||32<_[2 und die rechte Seite zu

(1= % (uA0*) Al o wegen sup (u, (A" w)ie = |(A" D Nl e = N AT Al o = AN o
Dies zeigt zusammen mit der Stabilitat, dass

1= M A |4 AM||? K()\)? 2

=5 WA | 1 < 1AM][7 e < KV (5.8.2)

Wir schrénken p, At durch pAt <min{l/v/M,T} ein, sodass 1— (uAt) > 1. Ungleichung (5.8.2) impliziert
1Al 22 < %/2K(X)2. Ubungsaufgabe 5.8.7b liefert || Al| 2, ,2 = [|C(\, At)[| 2, g2 < 1+ O(AL). |

Fiir Weitergehende Stabilitétskriterien im Falle von 2 wird das Hilfsmittel der Fourier-Reihen eingesetzt.

5.9 Fourier-Analyse

Eine 27-periodische Funktionen f € L3 _(R) ist die 2m-periodische Fortsetzung von f € L*(0,2r). Die
zugehorige Fourier-Reihe lautet

) . 1 27 iat
=Y e mitg, = o= [ f@e s (e,

a€EZ

wobei i die imaginiire Einheit ist. Fiir glatte, 27-periodische Funktionen f zeigt man, dass die Fourier-
Reihe gleichméBig (in der Maximumnorm) gegen f konvergiert. Geht man zu L>- Funktionen tiber, gilt die
Konvergenz nur im Sinne der L2-Norm. In diesem Sinne gilt f(£) = \/ﬁ > acz Pat’®s. Maigebend fiir diese

Eigenschaft ist die Isometrie (Norm-Gleichheit):
1 lli200m = el s wobei ¢ = (Pa)acs (5.9.1)

Der Ubergang von f € L?(0,27) zu seinen Fourier-Koeffizienten o € ¢? ist die Fourier-Analyse, die im
Folgenden mit F bezeichnet wird:

Ff=ep.
Dagegen heif3t die Abbildung ¢ \/%_” > acz 0ae'® = f die Fourier-Synthese und ist die Inverse F~!.

Die Losungen U* des Differenzenschemas sind fiir p = 2 £2-Folgen. Wir konnen ihnen daher die 27-
periodischen Funktionen U* zuordnen:

Uk .=F U,  UME Uk e,

\/ Var s
Das Differenzenschema U#*+! = C'(\, At)U* ist fquivalent zu

Urtt = FTIUrt = FTIOON ADUR = FION, AD)FFUH = C(\, AT
mit  C(\,At) == FLO(\, At)F.

Wihrend C(\, At) € L(£2,02), ist C(\, At) eine Abbildung aus L(L2(0,2x), L2(0, 27)).
Ubungsaufgabe 5.9.1 Aus der Isometrie (5.9.1) schlieffe man auf
||f||€2<—L2(0 2m) = =||F ||L2(0,27r)e£2 =1 (5.9.2)

(dh. F und F~' sind unitir) und zeige ||All,o_ o = [|F ' AllL2(0,2m)ez fiir alle A € L(?,0%) und
||B||L2(0,27r)<—l2 = ||B‘7:||L2(0,27r)<—L2(0727T) fiir alle B € L(£2,L2(0727T))-
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Die fiir die Stabilitét wichtige Norm ||C(X, At)#|| 2, . Gibertréigt sich auf C(X, At), indem man die Gleich-
heiten der vorangegangenen Ubungsaufgabe nutzt:

ICON A |2 e = || FEC (A, AL)# ||L2 oomee =7~ LN, A Fllr2(0,20) - 12(0,27) (5.9.3)
= || [fC(A,At)f ] ||L2(0,27T)<—L2(0,27r) = ||C(>‘7At) ||L2(0,27T)<—L2(0,27r)-
Damit erhilt man die

Bemerkung 5.9.2 Eine dquivalente Definition der (2-Stabilitit mit der Stabilititskonstanten K()\) ist
[|C (A, At)”||L2(O,27r)<—L2(07277) < K(A) fiir alle p € Ny und At > 0 mit pAt <T.

Zur konkreten Bestimmung von C'(\, At) betrachten wir einen Summanden C; aus C(\, At) = > Cj,
wobei C; durch
(C;U), = a;U,y; firU € ¢?

definiert ist (vgl. (5.5.10)). Wie oben dargestellt, gilt C;U = F~'C;U mit U = F~'U, d.h. U € L?(0, 27)
ist die Funktion —i=3",c7Uae™** zu den Koeffizienten U = (Ua),ez € €. DefinitionsgeméB ist C;U die
verschobene und mit a; multiplizierte Folge a; (Uaﬂ')an' Die Fourier-Synthese liefert

FICU = —— Uatj) € = a; UpelP=)¢
= aje_”E ZUge’ﬁg = aje_”EU.

V2T ez

Der Vergleich mit F~'C;U = C;U zeigt C; = aje~¥¢, d.h. die lineare Abbildung C; : L*(0,27) —
L2(0,2n) ist die Multiplikation mit der Funktion aje /€. Da C(\, At) = F 1O\, At)F = F1 >, CiF =
> FICF = > C;, erhalten wir die

Bemerkung 5.9.3 Der Fourier-transformierte Differenzenoperator lautet C’(A,At) = Zjez aje” ¢ und
bedeutet die Multiplikation mit dem trigonometrischen Polynom

)= aje” ", (5.9.4)

JEZ
das auch charakteristische Funktion (gelegentlich auch “Symbol”) zu C(\, At) heifst.

Ubungsaufgabe 5.9.4 Sei ¢ € C(R) eine beschrinkte stetige Funktion. Der Multiplikationsoperator
® : B — B sei definiert mittels (®(f)) (£) = #(§)f (&) fiir alle ¢ € R. Man zeige in den beiden Fillen
B =C(R) oder B = L*(R), dass ® € L(B, B) mit der Operatornorm ||®||z, 5 = 19l

Die Gleichheit (5.9.3) wird damit zu
ICO, A e = sup{IG(E)"] - £ € R}. (5.9.5)

Dabei kann ¢ € R auch durch € € [0,1) ersetzt werden, da G 2w-periodisch ist.??

5.10 Weitere Kriterien
Die Anwendung der letzten Ubungsaufgabe auf C/(\, At)# = (Zjez aje_”f)u liefert
ICO, A (| L2(0.2m) - 12(0,20) = H (Z a-e*ijg)uH = HZ a-e*’ﬁHu (5.10.1)
) (0,27)«+L2(0,27) jez J - jez J 007

was zusammen mit Bemerkung 5.9.2 zum folgenden Satz fiihrt. Man beachte, dass (5.10.1) nur fiir skalare
Koeffizienten a; giiltig ist.

59Wenn die Koeffizienten a; Matrizen sind (vgl. Bemerkung 5.5.7), ist |G(£)#| durch die Spektralnorm ||G(£)*||, zu ersetzen.

o6



Satz 5.10.1 Das Differenzenverfahren (5.5.10) ist genau dann in (? stabil, wenn die charakteristische Funk-
tion G(§) = ZjeZ aje ¢ der Abschitzung (5.10.2) mit geeignetem K geniigt:

|G| <1+ Ky At fiir alle £ € R (5.10.2)

Beweis. a) Sei G(§) = 3 ¢z aje” "%, Falls (5.10.2) fiir eine Konstante K zutrifft, ist ||C(\, At)||pe, 2 =
IC (A, At)||22(0,27)—L2(0,27) = |Glloo < 14 Kx\At, womit das Korollar 5.8.3 die Stabilitdt beweist.

b) Man setze c(At) := (||G||,, — 1) /At. Falls keine Konstante K mit (5.10.2) existiert, folgt c(At) — oo
fiir At — 0. Mit Ubungsaufgabe 5.8.7a und (5.10.1) folgt die Instabilitit. ]
Beweis von Kriterium 5.8.6 im Falle von (*. Da 'y a; > 1+ At ¢(At) mit limat— o ¢(At) = 0o vorausgesetzt
ist und [|G|, > Gl;—y = >_a; gilt, kann (5.10.2) nicht gelten, was Instabilitét in (2 beweist. ]

Die bisherige Analyse bezog sich auf den ¢2. Die charakteristische Funktion hat aber auch Konsequenzen
beziiglich £°°.

Lemma 5.10.2 [[C(\ A1) ||y g > |G|l = [[CON AR oy fiir alle € No.

Beweis. Man wihle den speziellen Anfangswert U° mit U7 = exp(iv€), wobei £ € R durch |G(§)| = |G|,
charakterisiert sei. Man beachte U® € £*° und ||U°]|» = 1. Anwendung von C'(\, At) liefert

U =C(\AHU® mit U} = ZajUBH = Zajei(”"'j)E = e’f”Zajeij5 =G(EU?,
JEZ jez jez
sodass C(A, AHU = G()*U° und [[C(A, At)*U°lee = [IG(E)"U°loc = |G IU°]lcc = 1G]], 1U°lloo-
Dies zeigt die Behauptung. ]

Korollar 5.10.3 Wenn das Differenzenverfahren (5.5.10) beziiglich ¢ instabil ist, so auch beziiglich (>°.

Beweis. Nach Lemma 5.10.2 impliziert sup ||C(X, At)*||;2,_,» = oo auch sup [|C(A, At)H|| ), poo = 00 . ]
Die Beispiele aus §5.5.3 werden erneut auf Stabilitdt bzw. Instabilitdt untersucht.

Beispiel 5.10.4 a) Verfahren (5.5.8a) mit ap = 1 —aX, a; = aX. Fir A mit 0 < aX < 1 wurde bereits
die Stabilitdit in Beispiel 5.8.8a bestditigt. Die zugehorige charakteristische Funktion

G(€):=1—ar+are ™ =1 —aX(1 —cos&) —iaksiné

hat den Betrag |G(m)| = |1 — 2aM| bei £ = w. Da |G(w)| > 1 fir alle aX ¢ [0,1], beweisen Satz 5.10.1 und
Korollar 5.10.3 in diesem Bereich die Instabilitit beziiglich (> und (>°. Das Verfahren (5.5.8a) ist daher nur
bedingt stabil mit der Einschrinkung aX € [0,1].

b) Verfahren (5.5.8b) mit a_; = —%‘, ap =1, a; = “—;‘ Die zugehorige charakteristische Funktion

G(§) == —Le +1+ e~ =1 —jaksiné hat die Mazimumnorm ||G||, = /1 + laX|® und ist daher bis
auf den trivialen Fall a = 0 immer instabil (beziiglich (> und (> ).

¢) Verfahren (5.5.8c) mit a_y = 1522, ay = 122 Fir [a)| < 1 bestitigte Beispiel 5.8.8c bereits die

Stabilitit. Wegen G(£) := 1522t 4 1882 6=i8 4yng IG(&)|” = cos? E+|al|” sin® ¢ folgt G|, = max{1, laX|?}.
Somit ist das Verfahren bedingt stabil fiir |aX| < 1, aber instabil fir |a\| > 1 (beziiglich (* und ().

d) Verfahren (5.5.9) mita_; =X, ap =1 — 2\, a1 = \. Fir A € (0,1/2] ist die Stabilitit in Beispiel
5.8.8d gezeigt. Wegen G(€) := Xe®® +1—2X 4+ Xe ® =1 —2X(1 — cos§) und ||G||,, = |G(m)| = |1 — 4A] ist
das Verfahren bedingt stabil fir X € (0,1/2], aber instabil fiir X > 1/2 (beziiglich €*> und ().

5.11 CFL-Bedingung

Eine Bedingung sehr spezieller Art ist die CFL-Bedingung, wobei das Kiirzel die Namen Courant-Friedrichs-
Lewy bezeichnet®. Es ist im eigentlichen Sinne ein Kriterium fiir Nicht-Konvergenz.

60 Courant-Friedrichs-Lewy: Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik. Math. Ann. 100 (1928)
32-74
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Kriterium 5.11.1 (Courant-Friedrichs-Lewy) Zu der hyperbolischen Differentialgleichung %u =alu

d
gehire das explizite Differenzenschema (5.5.7), wobei sich die Summe ZjeZ ale’fH auf die endliche Sum;cne
. a;U", . reduziere. Falls a\ Ji, Jo] ist das Verfahren nicht konvergent. Damit ist a\ € [J1, J>
J1<j<J2 "I vty

eine notwendige Konvergenzbedingunyg.

Wegen des Aquivalenzsatzes kann fiir aX ¢ [J1, Jo] auch keine Stabilitéit vorliegen, weshalb im Allgemeinen
von dem CFL-Stabilitdtskriterium gesprochen wird.
Beweis des Kriteriums 5.11.1. Zu einem beliebigen Raum-Zeit-Punkt (¢, ) mit ¢ > 0 lautet die Losung gemif
Lemma 5.2.1 u(t,z) = uo(x + at). Fiir das Differenzenverfahren stellt man fest, dass in einem Gitterpunkt
(t,2) = (pAt,vAz) die Losung U/ ausschlieBlich von den Anfangswerten UP mit k € [v + pJi,v + pto]
abhingt. Multiplikation mit Az zeigt

zp = kAz € [z + pAzy,x + pAzty] = [z + pAzJy, x + pAxts] = [z + tJi /A z + tJo /)]

Falls a\ ¢ [Ji, J5] folgt « + at ¢ [z + tJ1 /X, x + tJo/A]. Damit benutzt die Berechnung von U} nicht die
Daten, von denen die Losung u(t, ) einzig abhiéngt. Folglich kann U¥ nicht gegen u(t,z) konvergieren. m

Das Verfahren (5.5.8a) sei als Beispiel genommen. Da ap = 1 — a), a1 = a), lauten die Schranken
J; =0, J = 1. Die notwendige CFL-Bedingung aX € [0,1] stimmt gem&f Beispiel 5.10.4a mit der exakten
Stabilitétseigenschaft {iberein.

5.12 Implizite Verfahren

Bisher waren alle Verfahren bestenfalls bedingt stabil. Um unbedingt stabile Verfahren zu erreichen, muss
man implizite Differenzenverfahren zulassen.%'
2
Im parabolischen Fall %—‘; = % kann die zweite z-Differenz auf der Zeitstufe ¢ + At gebildet wer-

den (d.h. ‘327‘; ~ “(HAM*AI)72"(§$t’z)+"(t+At’z+Az)), wihrend die Zeitableitung 2u wie bisher durch

“(HM+W diskretisiert. Dies fiihrt auf

AU 4 (L4 20) URH - AUET = UE. (5.12.1)
Anstelle der expliziten Form U#*! = C(\, At)U* erhilt man jetzt ein implizites Verfahren der Form
Ci(\, AHUHT! = Cy(N, A U*, (5.12.2)

wobei im vorliegenden Falle (C1 (A, At)U), = ZjEZ a1,;Uy4j mit a1, 1 = a11 = =X, a10 = 1+ 2\ und
Co (M AU = 37 a2,;Uptj mit azo =1 (sonstige Koeffizienten = 0). Man méchte nach UH+L auflssen:

UFL = O AHU  mit C(\, At) := [C1 (N, A)] 7' Co(N, At). (5.12.3)
Hierzu ist die Existenz der Inversen [C} (X, At)] " zu kliren.

Lemma 5.12.1 a) Wenn die Koeffizienten a1, ; von C1(X, At) einer Ungleichung

> |a17j|)/|a170| <l-e<l1

jez\{o}

gendigen, existiert die Inverse und erfillt || [Cy (A, AD)] ™" ||ewee < 1/ (¢ |a1ol).
b) Die Inverse [C1(\, At)]™" ewistiert in L(£*,£%) genau dann, wenn die zu Cy gehérende charakteristische
Funktion G1(§) eine Ungleichung |G1(€)| > & > 0 erfiillt. Die Norm ist

1O AD] ez = 1/ inf |G (O]

61Die CFL-Bedingung ist im impliziten Fall nicht anwendbar, da ein implizites Verfahren formal als explizites mit unendlicher
Summe (d.h. J; = —00, Jo = 00) geschrieben werden kann. Da dann stets aX € [J1, J2] = R gilt, ist die CFL-Bedingung immer
erfiillt.
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Beweis. a) Die Gleichung C1V = U ist dquivalent zur Fixpunktgleichung V' = o L (U-ClV) = ®(V)

mit C] := Cy — a1 ol. Die Kontraktionskonstante von @ ist ||C1||;», s» /|a1,0|- Nach Bemerkung 5.8.2
ist ||C||gpepe /a0l < (ZjeZ\{0}|a17j|) /la10] < 1 — g, so dass eine eindeutige Inverse existiert. Die
Abschétzung J|V||lp < m WUl + (L =€) [Vl zeigt e[|Vl < m lU||;» » sodass die Schranke fiir
1CL(A, At)] ™ [[ep e folgt.

b) Sei Cy (A, At) die Fourier-Transformierte F~*Cy (A, At)F zu Cf. Cr (A, At) ist der Operator U G U
Offenbar ist der Multiplikationsoperator M € L(£*,(*) mit MU := (1/G,) U die Inverse zu C. D1e Norm
von M ist || M]|p2e2 = ||C; M2z = ||1/G1], < 1/e. Umgekehrt kann man nachpriifen, dass ||Cy ||z ¢
nicht endlich sein kann, wenn inf |G1| = 0. Da die Fourier-Transformation die Norm nicht &ndert, folgt
1O e = 107 ez = 11/Gall, = 1/ infeer |G (€)] u

Beispiel 5.12.2 Das Verfahren (5.12.1) ist fiir alle A\ = At/Ax? stabil beziiglich €%, d.h. unbedingt stabil.

Beweis. Zu C; gehért Gi(€§) = —Xe®® + 14+ 2\ — de™® = 1+ 2X(1 —cosz) > infeer |Gi(§)] = 1.
Da Cy = I, ist C(\, At) := [C1 (A, A)] 7" Co(A, At) = [C1 (A, AH)] ™" und ||C7 e = 1/ infecr |G (€)] = 1.
Die Stabilitét folgt nach Kriterium 5.8.1. ]

Den allgemeinen Fall eines impliziten Verfahrens (5.12.2) behandelt

Kriterium 5.12.3 Das Verfahren (5.12.2) ist genau dann (*-stabil, wenn die charakteristische Funktion
G(&) = G2(§)/G1(€&) die Bedingung (5.10.2) erfiillt.

Beispiel 5.12.4 Fine Modifikation von (5.12.1) ist das sogenannte Theta-Verfahren
—AOULH + (1 +200) UL —\OUL =X(1-0) UL, + (1 -22(1 - 0) UL + X(1 - O) UL, (5.12.4)

fiir ein © € [0,1]. © = 0 liefert (5.5.9) und © = 1 liefert (5.12.1) zurick. Fir © = 1/2 ist (5.12.4) das
Crank-Nicolson-Schema. Das Verfahren (5.12.4) ist fiir © € [1/2,1] unbedingt (>-stabil, wihrend es im Falle
von © € [0,1/2) bedingt £*-stabil fiir A\ < 1/ (2 (1 — 20)) ist. Im Stabilititsfall gilt stets |C(\, At)||s2 2 = 1.

Beweis. Sei (DU), = —U,—1 +2U, — U,41 der Operator der zweiten (negativen) Differenz. Die charakteris-
tische Funktion zu D ist Gp(¢) = 2 — 2cos& = 4sin?(£/2). Die Operatoren C;,Cy aus (5.12.2) lauten im
Falle von (5.12.4)

Ci(MAY) =T+ X0D und Co(M\,At)=T1-X(1-0)D.

Die zugehorigen Funktionen sind G1(§) = 1+ AOGp(€) und G2(§) =1 - A (1 — ©) Gp(€), sodass

L-A(1-0)Gp(9)

G&) =100, ©)

Die Funktion 13&799)())( ist beziiglich X monoton fallend, sodass die Randextrema bei X = 0 = Gp(0) und

X =4 = Gp(r) zu untersuchen sind:

42 (1 - -1
IGll.., = max{G(0), ~G(m)} = max {1, (1+—4%}
Fiir © € [1/2,1] ist —~G(r) = 2E00L = = iy — 1 = 3377 <1 und beweist |G|,
Im Falle von © € [0,1/2) muss die Wahl von X die Abschiitzung —G(7) < 1 gewihrleisten. Aquivalent
sind4A(1-0)—-1<1+400 & 42(1-20)<2 & A<1/(2(1-20)). [

5.13 Vektorwertige Gitterfunktionen

Bisher war 7 die Menge der komplexwertigen Folgen (U,), 5, Uy € C. Wenn die Gleichung 2u(t) = Aul(t)
aus (5.1.1a) vektorwertig ist (Werte in CV), miissen auch die Gitterfunktionen (U, ), ., vektorwertig sein:

" ={U = (Uy), ¢z : Uy € CV'} mit den Normen ||U]|, = ‘/Z 105, U]l = SupllU lloo >
VEZ
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wobei [|U, ||, die Euklidische Norm in CN (p = 2) bzw. die Maximumnorm in CV ist (vgl. Bemerkung 5.5.7).

Im Differenzenverfahren (5.5.10) sind die Koeffizienten a; dementsprechend N x N-Matrizen. Die Aus-
sagen zur Konsistenz, Konvergenz und Stabilitét bleiben unverdndert (nur die Normen sind anders zu inter-
pretieren). Dagegen sind die Kriterien ab §5.8 auf den Fall N > 1 zu verallgemeinern.

Kriterium 5.8.1 ist unverindert giiltig.

In Bemerkung 5.8.2 muss es nun ||C(X, At)||yp,p» < 325 [lajll, heifien, wobei [|.||, die Spektralnorm und
Il die Zeilensummennorm fiir N x N-Matrizen sind.

In Korollar 5.8.3 ist } |a;| durch 3~ ||a;[|, zu ersetzen.

Wenn wir mittels der Fourier-Transformation G(£) = 3 ;., aje¢ bilden, muss jetzt beachtet werden,
dass G(§) N x N-Matrizen sind. Die Gleichheit (5.9.5) wird zu

ICX, At)*[| g2 g2 = sup{[|G(§)"], : € € [0,2m)}. (5.13.1)

Anstelle eines relativ abstrakten Operators C'(A, At) hat man nun die Beschriinktheit der N x N-Matrizen
G(&)* zu untersuchen.

Im Kriterium 5.8.11 wurde p(C()\, At)) < 14 O(At) als eine notwendige Bedingung erkannt. Da die
unitidre Fourier-Transformation die Spektren unveréindert ldsst, haben C(\, At) und {G(§): € € [0,2m)}
die gleichen Eigenwerte. Damit erhalten wir die von-Neumann-Bedingung.5? Hierin bezeichnet p(G(£)) den
grofien Betrag |A;| der Eigenwerte A; von G(&). Der Teil b) entspricht der Bemerkung 5.8.12.

Kriterium 5.13.1 (von-Neumann-Bedingung) a) Eine notwendige Bedingung fiir Stabilitit ist
sup{p(G(6)) : € € [0,2m)} < 1+ O(AW).

b) Falls alle Matrizen G(§) normal sind, ist diese Bedingung auch hinreichend.

Die folgende Aussage benutzt den numerischen Radius r(A) := sup ‘ {Av.0) | einer Matrix, wobei ()

2
das Euklidische Skalarprodukt in CV bezeichnet. ozvecy | 1Vl

Lemma 5.13.2 (Lax-Wendroff-Bedingung) Es ezistiere eine Konstante Ky, sodass fir alle £ € [0,1]
und alle Vektoren v € CN
2
(G(E)v,v)| < (14 KpwAt) [|v]l;

gelte. Dann liegt (?-Stabilitit vor.53
Beweis. Der numerische Radius besitzt fiir allgemeine Matrizen A die Eigenschaften®*
|A]l, < 2r(A4), r(A™) <r(A)" firn e N.
Damit gilt ||G(&)™]], < 2r(G(§)™) < 2r(G(€)" <21+ KrwAt)" < 2exp(KpwT) fiir alle n mit nAt < T
und alle £ € [0, 27). Wegen (5.13.1) ist die Behauptung bewiesen. ]

In der Definition 5.8.4 der positiven Differenzenverfahren ist a; > 0 durch “a; positiv semidefinit” zu
ersetzen.

Ubungsaufgabe 5.13.3 Die positiv semidefiniten Koeffizienten a; seien (i) sdmtlich diagonal oder
(ii) simultan diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Transformation S, sodass die Matrizen d; = Sa;S™!
fiir alle j diagonal sind. Man zeige, dass analog zu Kriterium 5.8.5 das Differenzenverfahren (5.5.10) stabil
ist, wenn Y a; = I (Fall (1)) bzw. > d; = I (Fall (ii)).

Aber auch ohne simultane Diagonalisierbarkeit ldsst sich das Kriterium verallgemeinern, wobei sogar
z-abhiingige Koeffizienten a; = a;(z) zugelassen sind, wie das Kriterium von Friedrichs®® zeigt.

62 Jdnos von Neumann, geb. 28. Dez. 1903 in Budapest, gest. 8. Febr. 1957 in Washington D.C.

63p.D. Lax und B. Wendroff: Difference schemes for hyperbolic equations with high order of accuracy. Comm. Pure Appl.
Math., 17 (1964), 381-398

64Vgl. (2.9.11d,h) in: W. Hackbusch: Iterative Lisung grofer schwachbesetzter Gleichungssysteme. 2. Auflage, Teubner-Verlag,
Stuttgart, 1993.

65Kurt Otto Friedrichs, geb. 28. Sept. 1901 in Kiel, gest. 31.Dez. 1982 in New Rochelle (N.Y., USA)
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Kriterium 5.13.4 (Friedrichs)® Das Differenzenverfahren (5.5.10) habe positiv semidefinite Koeffizienten
a;j mit der Konsistensbedingung > .., a; = I (vgl. (5.8.1)). Die Koeffizienten a; seien entweder konstant
oder es gelten die drei Bedingungen: (i) der hyperbolische Fall mit A = At/Ax liege vor (vgl. (5.5.2)), (ii) die
Koeffizienten a;(-) seien global Lipschitz-stetig in R zur Lipschitz-Konstanten Lj, (iii) B := ZjeZ JjL; < o0.
Dann gilt ||[C (X, At)|| 22 < 1+ CrAt mit C, = B/ (2)).

Beweis. Wir beweisen den allgemeinen Fall (konstante Koeffizienten entsprechen L; = 0). In der Darstellung

(CAYV,U) e = Az D Y (a;(vAz)Vy;,U,) (5.13.2)

JEZ VEZ

bezeichnet (-, -) das Skalarprodukt zu CV (N ist die Dimension von U,,V, € CV).
Fiir jede positiv semidefinite Matrix M gilt (Mz,y) < % (Mz,z) + % (My,y) fiir alle z,y € CN. Anwen-
dung auf (5.13.2) liefert

AJJZZ (a;(vAZ)V,4;,T, ZZ (a;(vAz)U,,U,) ZZ (a;(VAZ)V,qj,Viyj).

JEZVEZ VvEZ JEL VEZ JEL

Der erste Summand ist 423, ., <Zjez aj(l/Aa?)U,,,U,,> ) 25 U3 = %||U||?2 Im zweiten
Summanden wird p = v + j substituiert:

A
E E a] VA:L' 1/+Ja V+J & E :E : a] =17 Aa:)Vu,V>
vEZ jEZL WEZ JEZ

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit ist ||a;((1 — j) Az) — a;j(pAz)[|> < LjjAz. Daher gilt }° ., jLjAz = BAx
und

ZZ (a;(nAz)V,, V)

WEZ JETL WEZ VEZL

A 1+ BA
2+§Z<[Zaj (nA2)] Ve u>(5_;1) 5 Ve

JEZ

Zusammen ergibt sich

1 1+ BAa?
(CV. )] < 5 Uz + ——— [IVI[z -
Wegen ||C(\, At)||p2e g2 = sup |(CV,U),| folgt ||C(A,At)||£w2 <1488z = 140 At m
U] 2=Vl ,2=1 Az=At/A

Zu diesem Kriterium sei noch Folgendes angemerkt.
1) Im parabolischen Fall mit A = At/Az? lasst sich zwar ||[C(\, At)||,2, 2 < 14+ O(Az) = 1 + O(VAL)
beweisen, aber dies reicht nicht zur Stabilitét.
2) Wenn die Koeffizienten a; konstant sind, folgt L; = 0 und daher ||C(X, At)||2, 2 = 1.
3) Wenn nur endlich viele Koeffizienten von null verschieden sind, ist wie gefordert B = > jezdLy < 0.
Ein positives Differenzenverfahren erhélt man aus dem symmetrischen hyperbolischen Gleichungssystem

—u+ A(z)—u = (A(z) symmetrische N x N-Matrix, u € CV), (5.13.3)

wenn man 2u durch [u(t, z + rAz) — u(t,x — rAz)] / (2rAz) und Zu durch [u(t + At,z) — u(t, z)] /At mit
a(t,x) = 1 [u(t,x + rAz) — u(t,x — rAz)] ersetzt. Es entsteht das leferenzenverfahren

(COL AN, = ; { {1 _ _A(VA;U)} Yt [1 + %A(qu)] UW} .

Wihlt man r € N mit r > sup,cp ||A(2)]], , ist C' (A, At) ein positives Schema, sodass Stabilitit folgt, sobald
A(z) Lipschitz-stetig ist.

66K.0O. Friedrichs: Symmetric hyperbolic linear differential equations. Comm. Pure and Appl. Math., 7 (1954) 345-392
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Kriterium 5.8.11 wie auch Bemerkung 5.8.12 und Kriterium 5.8.13 bleiben auch im vektorwertigen Fall
gliltig.

Der Fourier-transformierte Differenzenoperator lautet auch im vektorwertigen Fall C\ A (z) =
> jezaje V¢, wobei nun C eine 2m-periodische Funktion ist, deren Werte N x N-Matrizen sind.
Wie zuvor gilt die Stabilitatsabschitzung ||C(X, At)#||,2, o < K(A) fiir alle pAt < T genau dann,

N .. 2
wenn |G\ A || r2(02m1202m < K(V). Allerdings ist die Gleichheit H (zjezaje—m) H _
o0

ok
szez aje T H aus (5.10.1) fiir den matrizenwertigen Fall im Allgemeinen nicht mehr giiltig.

5.14 Verallgemeinerungen

Der Abschnitt 5.13 hat bereits die Verallgemeinerung auf den Fall von Differentialgleichungssystemen mit
vektorwertigen Losungen analysiert. Im Folgenden wird eine Reihe weiterer Verallgemeinerungen diskutiert.

5.14.1 Der Fall mehrerer Ortvariablen

Anstelle einer Ortsvariablen kénnen d Variablen x = (z1,. .., z4) zugelassen werden (d = 3 ist naheliegend).
Die Wirmeleitungsgleichung (5.3.1) wird dann zu % = Au fiir ¢ > 0 mit dem Laplace-Operator A =
22:1 d%Qf‘ Die Darstellung (5.3.2) von u ldsst sich der d-dimensionalen Situation anpassen.
k
Die hyperbolische Differentialgleichung %u = a%u ist sofort verallgemeinerungsfihig zu
d
0 ou
—u= Ap—o-. 5.14.1
Btu ]; k dl‘k ( )

Bei der Diskretisierung ist das Gitter Ga, = {z = vAz : v € Z} aus (5.5.1) durch das d-dimensionale
Gitter Ga, = {r = vAz : v € Z} mit Multiindizes v = (v1,...,v4), v; € 7Z, zu ersetzen®’. Die weiter-
hin mit ¢ bezeichneten Banach-Réume enthalten die Elemente von CZ° mit endlichen Normen Ul =

sup{|Uy| : v € Z%} bzw. ||Ul,. = \/Aa:d > ,ez4|Us|*. Die Fourier-Transformierte von U € ¢? ist nun
U(x) = W S yezaUve®, wobei vz = (v, ) = Y4_ vjz; das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet.

Bei der Stabilitidtsuntersuchung des Systems (5.14.1) mit N x N-Matrizen A, ergibt sich die folgende
Komplikation: Im univariaten Fall d = 1 sind alle Koeffizientenmatrizen a; von C'(\, At) nur von einer Matrix
A, abgeleitet, sodass die a; {iblicherweise paarweise vertauschbar (und damit simultan diagonalisierbar) sind.
Fiir d > 1 mit nichtvertauschbaren Matrizen Ay in (5.14.1) sind auch die a; nicht simultan diagonalisierbar.

5.14.2 Der Fall zeitabhéingiger Koeffizienten

Die Koeffizienten in der Differentialgleichung (5.1.2) oder (5.14.1) kénnen von ¢ abhingen: a = a(t) bzw.
A = Ai(t). Das Konzept der Halbgruppe der Losungsoperatoren (vgl. §5.4) wird in diesem Falle etwas
modifiziert. An die Stelle von T'(t) tritt der Operator T'(t1,tp) mit 0 < to < t; < T, der die Uberfiihrung
eines Anfangswertes zur Zeit to in die Losung zur Zeit t; beschreibt. Die Halbgruppeneigenschaft lautet
T(tQ,tl)T(tl,to) = T(tQ,to) und T(t,t) =1.

Die Diskretisierung liefert zeitabhingige Differenzenschemata C(t; A\, At) mit U* = C(uAt; X\, At) U+,

(C(t; N ADU), = ngzdaj (t)U,+;  fir U € /7 und v € Z
Die Stabilitétsdefinition (5.6.1) ist dadurch zu modifizieren, dass C'(A, At)* durch alle Produkte
Clto + pA N, ADC (to + (1 — 1) At N, AL) - Clto + AL\ AL mit 0< tg < to+ pAt < T

zu ersetzen ist.
Die Kriterien 5.8.1, 5.8.11 und Lemma 5.8.9 gelten auch im zeitabhéngigen Fall.

67Tm Prinzip sind unterschiedliche Schrittweiten Ag; sinnvoll. Sie konnen aber durch die Transformation x; ﬁm z; der
Ortsvariablen auf eine gemeinsame Ortsschrittweite Az vereinheitlicht werden.
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5.14.3 Der Fall ortsabhiingiger Koeffizienten

Die Differentialgleichung kann ortsabhiingige Koeffizienten enthalten wie zum Beispiel in der Differential-

gleichung (5.13.3). Entsprechend sind dann die Koeffizienten a; = a;j(z) von C(A, At) ortsabhingig. Das

Kriterium 5.13.4 hat bereits diese Verallgemeinerung im Fall positiver Differenzenverfahren zugelassen.
Verschiedene Kriterien benutzen wieder die Funktion

G(z,8) =Y aj(z)e” %, (5.14.2)

JEZ

die formal aus (5.9.4) entsteht (es ist aber nicht die Fourier-Transformierte F~'C'(\, At)F!). Ein Versuch
besteht in der Untersuchung der Stabilitéitseigenschaften von G(z, £) fiir einen eingefrorenen Koeffizienten xg
(dies entspricht dem Differenzenverfahren C(zo; A, At) mit a;(z) ersetzt durch die konstanten Koeffizienten
a;(xo)). Die Frage, wie die Stabilitit des Schemas C(A, At) mit variablen Koeffizienten einerseits mit der
Stabilitit von C(zo; A, At) fiir alle 2y € R andererseits zusammenhiingt, ist zunéichst negativ zu beantworten:
Stabilitit von C(zo; A, At) fiir alle zp € R ist im Allgemeinen weder hinreichend noch notwendig fiir die
Stabilitit von C'(\, At).

Typische, hinreichende Kriterien®® verlangen neben der Lipschitz-Stetigkeit der Koeffizienten a;(-), dass
das Schema dissipativ ist. Dabei heifit C(\, At) dissipativ von der Ordnung 2r (r € N), wenn Konstanten
0,7 > 0 existieren, sodass

6

Ao (z, AL, €] <1 =8> fiirallez € R, At € (0,7), |¢] <, (5.14.3)

wobei A, v =1,..., N, die Eigenwerte von G(z, £) sind.

Abschlielend sei auf einen Zusammenhang zwischen der Bedingung (5.14.3) und der Stabilitéitsdefinition
4.5.3, die fiir die Wurzeln von 1) fordert, dass A, mit |A,| = 1 einfache Nullstellen sind, wihrend ansonsten
[Av] < 1 gelten muss. Im Falle von (5.14.3) miissen die Potenzen ||G(z,&)"|| gleichmé&Big beschriankt sein,
wéhrend im zweiten Fall nach Bemerkung 4.5.18 die Begleitmatrix ||A™|| < const erfiillen muss. Der Unter-
schied ist aber, dass im zweiten Falle nur endlich viele Eigenwerte existieren, sodass max |\,| < 1 fiir alle
Eigenwerte mit |A,| # 1 gilt. Im Falle von |\, (z, At, £)| sind die A, stetige Funktionen von ¢ und kénnen
betraglich gegen 1 streben. Die Bedingung (5.14.3) beschreibt quantitativ, wie schnell sich die A\, (z, At,¢) 1
ndhern diirfen.

5.15 Dissipativitét fiir parabolische Diskretisierungen

AbschlieBend sei die Dissipativitét (5.14.3) fiir Diskretisierungen der Wirmeleitungsgleichung (5.3.1) disku-
tiert. Da der Losungsoperator hochfrequente Anteile stark dimpft, kommt es zu der glittenden Wirkung
von (5.3.2): Anfangswerte ug, die nur als stetig (oder aus L) angenommen werden, fithren zu Lésungen
u(t), die fiir alle t+ > 0 unendlich oft differenzierbar sind. Eine entsprechende Bedingung fiir die diskreten
Schemata ist die Bedingung (5.14.3), die hier

|G| <1-6l¢*  fiiralle |¢| <7 (5.15.1)
lautet, da G nicht von x abhingt und 1 x 1-Matrizen mit ihrem einzigen Eigenwert {ibereinstimmen.

Ubungsaufgabe 5.15.1 a) Das einfachste Schema (5.5.9) erfillt (5.15.1) mit den Parametern r = 1 und
§ = min{4\,2 (1 — 2\)} /72 fiir 0 < X\ < 1/2. Fiir X\ = 1/2 liegt keine Dissipativitit vor.

b) Das Crank-Nicolson-Schema (das ist (5.12.4) mit © = 1/2) ist dissipativ fir alle X > 0 mit r = 1.
Fiir A — oo bleibt die Stabilititseigenschaft gleichmdfig erhalten, aber die Dissipativitit geht verloren (d.h.
d—0).

68Man vergleiche Kapitel 5 in Richtmyer - Morton: Difference methods for initial-value problems. 2. Auflage, Interscience
Publishers, New York, 1967
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6 Stabilitidt bei elliptischen Diskretisierungen

Im vorangegangenen Kapitel wurden partiellen Differentialgleichungen von hyperbolischen und parabolischen
Typ behandelt. Zur Vervollstindigung folgt ein kurzes Kapitel zum Begriff der Stabilitédt bei elliptischen
Differentialgleichungen.

6.1 Elliptische Differentialgleichungen
Der Prototyp aller elliptischen Differentialgleichungen ist die Poisson-Gleichung®

Lu = upy +uyy = f in Q, (6.1.1)
u=20 auf T,

wobei ) ein beschrinktes Gebiet des R? sei und I' := 9Q sein Rand sei. Die Randbedingung v = 0 auf T’
konnte auch durch u = g ersetzt werden. Eine allgemeinere lineare Differentialgleichungen in m Variablen
x=(1,...,2Tq) ist

L9 ]

Lu = it L= —a;j(x)=— + L 6.1.2
w=f mi ”2:1 oz, a;j(z) Bz + Lo, ( )
wobei Ly weitere erste und nullte Ableitungen enthalten darf. L heifit gleichmifBig elliptisch, wenn
Z;'i,j:1 a;j(2)&& >0 ||§||; fiir alle x € Q und alle ¢ = (£1,...,&4) € R? mit einer positiven Konstanten 6.

6.2 Diskretisierung

Wie in §5.14.1 {iberzieht man {2 mit einem Gitter. Bei klassischen Differenzenverfahren ist dies ein kartesisches
Gitter der Schrittweite h, bei Finite-Element-Diskretisierungen verwendet man allgemeinere Dreiecksgitter.
Als Modellbeispiel wihlen wir (6.1.1) mit dem Quadrat © = (0,1)%. Das Gitter ist dann

Qp :={(z,y) € Q:x/h,y/h € N} = {(vh,uh) :v,u=1,...,N},
wobei N = % — 1 als ganzzahlig angenommen ist. Die Menge der méglichen Schrittweiten ist daher
H:={h=1/(N+1): N €N}

Allgemein sei H C (0,00) mit 0 € H, sodass Folgen h, € H mit h, — 0 existieren.
Anstelle von u(x,y) aus (6.1.1) sollen nur Ndherungen von v an den Knotenstellen (vh, uh) € Q berech-
net werden:
Uy, & u(vh, ph).

In jedem Knotenpunkt (vh,uh) wird die zweite z-Ableitung wug, aus (6.1.1) durch die zweite di-
vidierte Differenz # [Wp—1,u — 2Uy,y + Uyy1,,] in dieser Richtung ersetzt. Entsprechend wird w,, zu
# [, i—1 — 2y, + Uy y+1] - Zusammen ergibt sich der sogenannte Finfpunktstern
% [—4uy,y + Up—1, + g1, + Upp—1 + U pr1] = fou fiir alle 1 <wv,u <N, (6.2.1)
wobei f, ,, := f (vh, uh) die Auswertung™ der rechten Seite f von (6.1.1) ist. Fiir v = 1 enthélt die Gleichung
(6.2.1) auch den Wert w,_1,, = uop,,. Der Punkt (0, uh) gehort nicht zu 4, sondern zum Rand T’y :=
{(z,y) € T : 2/h,y/h € Z}. Da hier die Randbedingung v = 0 gilt, konnen alle Werte w,,, in (6.2.1) mit
(V'h,/'h) € Tp, durch null ersetzt werden. Es bleibt ein System von N? linearen Gleichungen fiir die N?
Unbekannten {u,, , : (vh, ph) € Qp} :

thlh = fh, (622)

wobei up, = (Uy,) (wh,unye, Wnd £ = (fo,u) whpn)con -
Entsprechend kann man allgemeinere Differentialgleichungen wie z.B. (6.1.2) auch in komplizierten Ge-
bieten mit Differenzen- oder Finite-Element-Verfahren diskretisieren.”

69Siméon Denis Poisson, geb. 21. Juni 1781 in Pithiviers, gest. 25. April 1840 in Sceaux

70Im Falle einer Finite-Element-Diskretisierung mit stiickweise linearen Funktionen iiber einem regelmiBigen Dreiecksgitter
ergibt sich die gleiche Matrix, nur die rechte Seite f;, besteht aus Integralmittelwerten f, , anstelle der Punktauswertungen.

" Details in W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen. 2. Aufl., Teubner, Stuttgart, 1996
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Bemerkung 6.2.1 Die Matriz Ly, aus (6.2.2) und (6.2.1) hat die folgenden Eigenschaften:

a) Ly, ist schwachbesetzt, insbesondere gibt es pro Zeile hichstens 5 von null verschiedene Matrizeintrige.

b) Ly, ist symmetrisch.

¢) =Ly, hat die positive Diagonalelemente 4/h?, alle Auferdiagonalelemente sind < 0.

d) Die Summe der Matrizelemente jeder Zeile von —Ly, ist > 0. Genauer gilt fiir die Zeilensumme: Falls
2 <wv,u <N —1, ist die Summe 0, in den Eckpunkten (v,u) € {(1,1),(1,N),(N,1),(N,N)} ist die Summe
2/h?, in den dibrigen Punkten mit v oder u in {1, N} ist die Summe 1/h>.

e) Fiir eine konkrete Darstellung der Matriz Ly muss eine Anordnung der Komponenten der Vektoren
uy,, I, festgelegt werden. Eine mégliche Anordnung ist die lexikographische Sortierung der Indezpaare (v, ) :

(1,1),(2,1),...,(V, 1), (1,2),...,(N,2), ..., (1,N),...,(N,N). In diesem Falle hat Ly, die Blockgestalt
T I -4 1
) I T I 1 -4 1
L = 53 mit T = ,
I T I 1 -4 1
I T 1 —4

wobei alle Blocke T, 1 das Format N x N haben. Nicht gekennzeichnete Blocke und Matrizeintrdige sind null.

Im Falle der Matrix Ly, aus (6.2.1) (aber nicht fiir jede Diskretisierung elliptischer Differentialgleichungen)
ist Ly zudem eine M-Matrix.

Definition 6.2.2 (M-Matrix) Eine Matriz A € R"*" heifit M-Matriz, falls a) A;; > 0 (1
b) Aij >0 (1 <i#j<n), c) A regulir und A=' hat nur nichtnegative Matrizeintrige: (A~")

<i<n),
> 0.
1y —

Bemerkung 6.2.1c zeigt bereits die Eigenschaften a), b) fiir A = —Lj. Bemerkung 6.2.1d zusammen mit
der Irreduzibilitit von Ly beschreibt, dass A = —Lj, irreduzibel diagonaldominant ist. Irreduzibel diagonal-
dominante Matrizen mit den Eigenschaften a), b) besitzen aber bereits die Eigenschaft ¢)™, d.h. —Ly, ist
eine M-Matrix.

6.3 Konsistenz

Die Konsistenzbedingung muss sicherstellen, dass die Diskretisierungsmatrix Ly, und der Differentialoperator
L zusammenpassen. Hierzu sind zunéchst die Urbild- und Bildriume von L und Ly, einzufiihren: X, Y, X}, Y},
seien Banach-Riume, sodass

L: XY, L,: X, >V, (hEH)
stetige Abbildungen sind. Ferner seien
Rh - X = Xy, RE .Y 5V, f,=RLf  (heH)

“Restriktionen” der Funktionenrdume X, Y in die Riume X}, Y}, der “Gitterfunktionen”. Die Konsistenzbe-
dingung lautet dann
lim || (LpR% — RYL)ully, =0  fiir alle u € X. (6.3.1)

H>h—0
Bemerkung 6.3.1 Die konkrete Wahl der Banach-Rdume kann z.B. wie folgt aussehen:
X = {ue C*) :u(x,y) =0 fir (z,y) € T},
Y =C(Q),
Xy, =RV, X,35u,= (o) (wh k) €Qn »

2
Y, = ]RN N Yyof, = (fy,u)(uh,uh)eﬂh

72Qatz 6.4.10b in W. Hackbusch: Iterative Lésung grofer schwachbesetzter Gleichungssysteme. Teubner, Stuttgart, 1993
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mit den Normen™

[ullx = max{{uloo, l|talloos [[tylloo, l|taz lloo, 1tyylloo },
lully = llulloo == max{[u(z,y)| : (z,y) € O},
llunllx, = max{{Junllco, |02 n]loo, 18y nloo; |0z hloo; [|Oyyuinlloo },

1€allx, = [1fnlloo := max{ju, | : (vh, uh) € Qn},

wobei Oy, 0y, Opa, Oyy die ersten und zweiten Differenzenquotienten sind. Die zugehorigen Restriktionen sind
die punktweisen Beschrdinkungen:

(R}u)y’” :=wu (vh,uh), (RY f) o = f (vh, uh) .

Eine Komponente von (LpR% — R% L)u hat die Darstellung [0yy + Oyy] w(,y) — [tzz(2,y) + wyy(w,y)] mit
(z,y) € Q. Da fiir u € X die zweiten Differenzen 0,,u gleichmifig gegen die zweite Ableitung u,, konver-
giert, folgt |(Ly,R% — R L)u||x, — O fiir h — 0. Damit ist die Konsistenzbedingung (6.5.1) verifiziert.

Im Fall der Finite-Element-Diskretisierung haben die Matrix Ly, und die rechte Seite f;, die Darstellung™
L, = RyLP,, £, = Runf, (6.3.2)
wobei Py, : X; — X die Knotenwerte u; in die Finite-Element-Funktion Y u;b; (b;: Basisfunktion des i-ten
Knotens™) abbildet und R), die Adjungierte ist: [, v(z,y) (Phup) (2, y)dedy = B> Y, (Rpv); u; .
Bemerkung 6.3.2 Im Finite-Element-Fall ist R := Ry, die kanonische Wahl, sodass
L,RY% — RYL = R,L (PR - 1) .

Die Riume X,Y sind die Sobolev-Riume™ X = H}(Q), Y = H~1(Q). Die Normen von X,Y), sind
||uh||Xh = ||Phllh||X, ||fh||Yh = ||thh||y. Mit Rg( = Rh erhdlt man || (PhRg( —I) U,HX — 0 fﬁ?" h — 0
und u € X. Da ||RpL|ly,—x < C, folgt (6.3.1).

6.4 Konvergenz und Stabilitét

Konvergenz ist durch
|R%u—uullg, =0  fiir h e Hmit h—0 (6.4.1)

definiert, wobei u € X die Differentialgleichung Lu = f (mit Randbedingung v = 0) 16st, wihrend u;, die
Losung von (6.2.2) ist. Die Norm in (6.4.1) gehort zu einem Banach-Raum X,. Je schwiicher die Norm ist,
desto einfacher sollte der Nachweis von (6.4.1) sein. Die stérkste Norm ist die von Xj,.

Die Stabilitit ist durch die gleichmifige Beschranktheit von L,:l charakterisiert:

sup ||L}:1||thyh < Cistab- (6.4.2)
heH

Satz 6.4.1 Konsistenz (6.3.1) und Stabilitit (6.4.2) implizieren die Konvergenz (6.4.1).
Beweis. Es gilt die Darstellung
Riu—uy =Riu—L; 'ty =Riu—-L, 'R f =L;"' (L,R% — R L) w.

Daher beweist ||R§(u—llh||xh < ||L;:1||Xh<—Yh|| (LhRSL( - R{L/L) ully;, < Cstabl| (LhRg, - R{L/L) ully;, — 0 die

Behauptung. [
Fiir die klassische Analyse der Differenzenverfahren wihlt man die Maximumnorm

lanllx, = llanllco-

Damit wird ||L;1||thyh zur Zeilensummennorm ||L, ||« Fiir die Abschéitzung von ||L, || machen wir
davon Gebrauch, dass im Modellbeispiel —Lj, eine M-Matrix ist. Fiir M-Matrizen existiert eine konstruktive
Mboglichkeit, die Zeilensummennorm der Inversen zu bestimmen. Im folgenden Lemma ist T der Vektor, dessen
sdmtliche Komponenten gleich 1 sind.

73Nur die Norm von Y}, erscheint in (6.3.1) und (6.4.2).
"4Hier ersetzt i den Index v, i oder (vh, puh) € Qp, da bei Finite-Element-Diskretisierungen im Allgemeinen keine regelméffigen
Gitter verwendet werden.
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Lemma 6.4.2 Sei A eine M-Matriz und w ein Vektor, sodass die Ungleichung Aw > I komponentenweise
gilt. Dann ist [|A o < ||| -

Beweis. Zu einem beliebigen Vektor u fithren wir die Schreibweise |u| fiir den Vektor (|u;|);_, ein. Die
folgenden Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen. Es gilt |u| < ||u|| T < |jul| Aw. Wegen der
M-Matrix-Eigenschaft ¢) gilt A~ > 0, sodass

| A7 | < A7 ul < A7 Jull Aw = [lull o w

und |47 ulloo/ [[ulloe < [1l]o - Also AT oo = suPy [| A7 oo/ [Julloe < 1wl - u

Im Falle von A = —Lj, sucht man zuniichst eine Funktion w(z, y) mit Lw(z,y) > 1. Diesist z.B. w(z,y) =
2z (1 — z) mit der Maximumnorm ||w||,, = 1/8. Als Vektor wihlen wir die punktweise Beschrinkung wy, =
R%w auf das Gitter j,. Da zweite Differenzen und zweite Ableitungen im Falle der quadratischen Funktion
w identisch sind, folgt (—Lj) wj, > T und ||w|, < 1/8, was die Stabilitéitseigenschaft

L, oo <1/8  fiiralleh € H (6.4.3)

mit Cs¢ap = 1/8 beweist.

6.5 Hohere Konvergenzordnung

Bisher wurde nur die Konvergenzordnung o(1) gezeigt. Im Allgemeinen méchte man ||R%u—up||x, = O(h")
fiir ein & > 0 zeigen. Dazu muss die Losung u € X zusitzliche Glattheitseigenschaften aufweisen: u € Z fiir
ein Z C X.

Im Falle des Differenzenverfahrens war X = {u € C?(Q) : u(z,y) = 0 fiir (z,y) € I'}. Wenn man

Z:=XnNC*N)
wihlt, folgt || (LpR% — R% L) ully, = O(h?) fiir alle u € Z. Entsprechend folgt die Konvergenz

IR u — g, = OR?).
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