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∂

∂t
(f(t, x, v)) + a(v) · ∇x (f(t, x, v)) = g(t, x, v), �� D′(R+

t × R
N
x × R

N
v ), �����

�
�� 	
� ���	��� ��	� �� ���� �

f(0, x, v) = 0, ∀(x, v) ∈ R
2N .

�� ���
�� 	
�	 a �� � C∞ �
��	��� ���� R
N 	� R

N ��� 	
�	 	
� ��
��� 	��� g
�� �� L1

loc(R
+
t × R

N
x × R

N
v )� �� 	
�	 	
� ���
	��� f �� ����� ����	� ��� �� 
���
� ��

L1
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v ) ����  !" ��#$��
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�
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 a(v) = v ����  *+!" ��� � �������	��� �� 	
��� ��
�	������ ,
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����
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∂

∂t
(u(t, x)) + ��&x

(
A
(
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� �
��	��� f ��.��� �� R
+
t × R

N
x × Rv ��

f(t, x, v) :=
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⎩

1 �� 0 < v ≤ u((t, x),
−1 �� u(t, x) ≤ v < 0,

0 ����,
���/�

��	��.�� 	
� ����	�� ������� ����� �
��� a(v) = A′(v) ��� g �� 	
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�
���
	��� f �� ������ �
	 ��� &�����	� �&������ �� f � (�� ��� φ ∈ C∞

c (RN)� 	
� &�����	�
�&����� ρ �� f �������	�� 	� φ �� ��.��� ��

ρ(t, x) =

∫
RN

f(t, x, v)φ(v)dv, ∀ (t, x) ∈ R
+× R

N . ���1�

(�� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v )� 	
� ��	 �� ��� &�����	� �&������ �� f � ����	�� ��

V(f)� �� ��.��� �� ������� �

V(f) :=
{
ρ ∈ L1

loc(R
+
t × R

N
x )
∣∣∃φ ∈ C∞

c (RN ) �
�
 	
�	 (1.4) 
����
}
.
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� ���� �� 	
� ����	�� ���2
�
��	��� �� 	
� ������&�	��� ��� ���-�� 	
� ���
	��� �� 	
� ������&�	��� ��� u �� ��
V(f) �
��� f �� 	
� ���
	��� �� 	
� �������	�� ����	�� �������� ,
� ���� ���
�	
��	����� ��  +'!0" �� � ���� �� ���
����	� ��� 	
� &�����	� �&������ �� f � �� f, g ���
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t × R
N
x × R

N
v ) ��� ��	���� ����� ��	
 a(v) = v� 	
�� ��� &�����	� �&����� ��
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N
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������� ���� �	
�� 
� ��� f, g ∈ Lp(Rt × R
N
x × R

N
v )� ���� 1 < p ≤ 2� �����	


���
 ����� ���� a(v) = v� ∀v ∈ R
N � ����� ��� �������� �����
� ρ �� V(f) �� ��

H
1− 1

p
p (R1+N)�

Hs
p(R

d)� ��� ��� s ∈ R� 1<p<+∞ ��� d∈N
∗� ����	�� 	
� ����	����� 0�����& �����

��.��� ��

Hs
p(R

d) =
{
f ∈ Lp(Rd)

∣∣F−1
(
(1 + | · |2) s

2Ff) ∈ Lp(Rd)
}
,

-
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��� F ��� F−1 ����	� ������	�&��� 	
� (�
���� 	�������� ��� 	
� ��&���� (�
����
	�������� �� R

d� 5 ���� �� Hs
p(R

d) �� ��&�� ��

‖f‖Hs
p

= ‖f‖Lp +
∥∥F−1

(
(1 + | · |2) s

2Ff)∥∥
Lp.

'�	 
� ���	��� 	
�	 	
� ���
����	� ���
�	 ��	����� �� ,
����� ��� ���� 
���� �
�� f
�� � ���
	��� �� ����� ��	
 a ∈ C∞(R,RN)� �� �� 	
� ���� �� 	
� ����	�� ����
��	��� ��
� ������ ������&�	��� ��� �� ����� ��������� N � �� ���� �� a ��	��.�� 	
� ���������
���2���������� �����	��� ����  '!,"� �

∀M > 0, ∃C > 0 �
�
 	
�	 ∀ξ ∈ R
N , u ∈ R ��	� |ξ| + |u| ≤ 1, ∀ε > 0,

L1
({
v ∈ [−M,M ]

∣∣ |a(v) · ξ + u| ≤ ε
}) ≤ Cε. ���8�

9����	��� !2:� ;���� ��� *� !��	
��� �����&�� 	
� ��������� �� ,
����� ����
���
���� ���� ���
����	� �� 	
� &������� v �� f ��� g� ,
�� ���
��	��� 
�� ����
����&���� �
�� 	
� ��
�	��� ����� ����� ���� � ������&�	��� ��� � 	
� �
��	��� f
��.��� �� ���/� ��� u ∈ L1

loc �� �� L∞ ��� 	
� ����&�	�&� �� v �� f �� � 9���� ����
��
�� R

+
t×R

N
x ×Rv� *� ��	������	���� f ∈ Lq(R+

t×R
N
x ,W

γ,q(Rv))� ��� ��� γ < 1/2 ���
q < 2� %�  ;!"� 	
�� ���&�� 	
� ��������� ���
�	 �

������� ���� ���� ��� f ∈Lq(R+
t×R

N
x ,W

γ,q(RN
v )) ��� g∈Lp(R+

t×R
N
x ,W

β,p(RN
v ))�

���� 1 < p, q ≤ 2� 1 − 1
q
< γ ≤ 1

2
��� β ≤ 1

2
� �����
���
 ������ �
 ������ a(v) = v�

∀v ∈ R
N � �� a ∈ C∞(R,RN) �������� ������ ���� ��� �������� �����
� ρ ∈ V(f) ��

�� W s′,r′
loc (R+

t × R
N
x ) 
�� ��� s′ < θ ��� r′ < r ���� 1

r
= θ

p
+ 1−θ

q
���

θ =
α(γ, q)

α(γ, q) + 1 − α(β, p)
���#�

����� ��� 
������� α �� ������ ��{
α(γ, q) = 1 + γ − 1

q
�
 γ ≤ 1/2

α(γ, q) = 2 − γ + 2γ−1
q

�
 γ > 1/2.

,
� ����� W s,p(Rd)� ���� ������ �� 	
� ��		���	
�� ����	����� 0�����& ������ �� ��.���
��� 0 < s < 1� 1 ≤ p < +∞ ��� d ∈ N

∗ ��

W s,p(Rd) =

{
f ∈ Lp(Rd)

∣∣∣ ∫∫
R2d

|f(x) − f(y)|p
|x− y|sp+d

dxdy < +∞
}
.

5 ���� �� W s,p(Rd) �� ��&�� ��

‖f‖W s,p = ‖f‖Lp +

(∫∫
R2d

|f(x) − f(y)|p
|x− y|sp+d

dxdy

)1/p

. ���$�
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5�	
����� W s,p(Rd) ⊂ Hs
p(R

d)� �
	� 
����� p = 2� 	
� ��&���� ����
���� �� ��	 	�
�
����  ,"��

,
� �������
 ��� ���&��� 	
� ���&� &�����	� �&������� ������ �� 	� ���	� 	
� &�2
����	� �&����� ρ �� � �
� �� 	�� �
��	����� ��� 	
� .��	 ���� 	
� ���
��	��� �� f ��

���� �
����� 	
� ���
��	��� �� g �� 
��� ��� 	
� ������ ���� ��� 	� �����
�� �� �
���� ��	������	��� ���
���	�

<���� �� ���	 	� ������� 	
� �
��	��� �� ����	���� �� �&������� ������ ��	
�
	
������ �
�	
�� ���
��	���� �� f 	
�� 	� �� �� L1

loc� ,
� ��	
�� ��������� ���&�
���=	 �� ������� �������� 5�	
����� &��� ��� ���
�	� ��� ����� �� f �� ��	 ���
���
	� �� �	 ����	 �� Lp ��	
 p > 1� %�  +'!0"� �� ������� �� � ���
���� gn ��
����
�� L1 �
�
 	
�	 	
� ���
���� �� &�����	� �&������ �� 	
� ���
	���� fn �� ����� ���	
 g
�������� �� gn� �� ��	 ������ ������	 �� L1

loc �� ��&��� ,

�� ���� �	������ ���
��2
	��� �� g �� ������ 	� ��	 ���
����	� �� ������	���� ���
�	� ��� 	
� &�����	� �&������
�� f � (�� ���	����� �� 	
� ���� N = 1� �	 �� �
��� ��  +'!0" 	
�	 �� � ���
���� (gn) ��
��
���� �� L1

loc(R
+
t×Rx×Rv) ��� �� 
�������� ��	�������� 	
�� 	
� ���
���� �� ���

&�����	� �&����� �� 	
� ���
	��� fn �� ����� ���	
 g �������� �� gn� �� ������	 �� L1
loc�

%� 	
� ������	 ����� �� �
��� ���� 	
� ���
��	��� 	
�	 	
� ��
��� 	��� g 
�� ����
���
����	� �� 	
� &�����	� &������� v� �
����� 	
� ���
	��� f �� ����� �� ���� �����
	� �� �� L1

loc� 0
�
 � ��	
�	��� ������� ��� ���	���� �
��� ����������� ����2
�� ��
�	
����� 	
� �	�
�	
�� �� 	
� ����
��� ��	 �� 	
� ��	����� ���
	��� u �� ���-�� ��	
 ���
L∞ ���	��� ��	�� %�  69"� �	 �� ���&�� �� 	
� ���� N = 1 	
�	 	
� ��	���� ����
�� µ
�� 	
� ������� ���-� ��� 	
� ����	�� ����
��	��� �� ���-�� 	
� ��
��� 	��� g = ∂vµ�
������	��	�� �� 	
� �2���	�.���� ����
��� ��	 �� u� �
�� ���
���� 	
�	 	
� ��	 ��
����� �� A′′ �� ������� .��	� ��� 	
�	 	
� ���
	��� �� ���-� �� �� ��	����� ���
	���
����� ��	��.�� � ���� �����	��� �� ��	���� ����
����� 5�	
����� �	 ��� ������� �����
�� 	
� ������� N2����������� ����� ��	
�
	 ���	���	��� 	� 	
� ��	����� ���
	��� ��
���-�� 	
�	 	
� ����
��� ��	 �� u ���������� 
� 	� � HN 2���������� ��	� ��	
 	
� ��	 ��
����	� �� R

+×R
N �
��� 	
� 
���� N2����������� �����	� �� µ �� ����	�&� ����  '9"

��� N = 1 ���  6>�" ��� 	
� ������� ������ <���� HN ����	�� 	
� N2�����������
<�
����? ����
��� ,� ���&� 	
� ������	��	��� �� µ �� 	
�� ��	� �� 	
� ���� �
��
N = 1� 	
� �������
 ��  69" �� 	� �
�� 	
�	 µ 4�����=	 ���4 	
� ����	� (t0, x0)

�
��� 	
� 
���� �2����������� �����	� �� µ �� 0 ����� lim supr→0
µ(Br(t0,x0))

r
= 0��

,
� 
�
�� ����2
� ������� ������	� �� �	
����� 	
� ����	 �� 	
� �������� �
��	����
ur(t, x) := u(t0 + rt, x0 + rx)� *
	� �
�� 	
� ���
���� αn := µ(Brn (t0,x0))

rn
���� 	�

0 ��� ���� ���
���� rn → 0� 	
�� ��� 
�� 	� ��&��� �� αn 	
� �������� �
��	����
	� ��	 � ��� 	��&��� ��
�	��� �	 	
� ����	� %� 	
�� ����� 	
� ���
���� �� �
��	����
fn(t, x, v) := f(t0+rnt,x0+rnx,v)

αn
� �
��� f �� ��.��� ���� u �� ���/�� ��	��.�� ����� ��	


1



gn � 9���� ����
�� �
��� 	�	�� &����	��� �� ��
���� ����������	�� �� n� *
	� fn

�� ��	 ��
���� �� L∞� ����� αn → 0� %�  69"� 	
� �
	
��� ���&� 	
�	 	
� ������
����&�	�&� �� v �� 	
� ��	���� ����
�� ����� 	
� .��	 ����&�	�&� �� v �� g ��� 	
�
�������	�� ����	�� �������� �� � 9���� ����
�� �� R

+× R
2 �
��� 	
� ���
��	���

	
�	 	
� ���
	��� �� ��	����� �� ��
����� ��� ���� ��	���� ���  69"�� ��	
 	
�� ���
����	�
�� 	
� &�����	� &�������� 	
�� ��� ���� 	� ���&� � ���� L1 ���������	���� ���
�	 ���
&�����	� �&������ �
��
 ������ 	� ��	��� 	
� ������	��	��� ���
�	� >
� ���� ���
	� �����&� 	
�� ���� L1 ������	���� ���
�	� �� ������ 	� ���&� ���� 0�����&2
!������@ 	��� ����
���	�� !�������� �
� ���� ���
�	 �� 	
� ��������� �

������� ���� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v ) �����
���
 ����� ��� �����
 
��� ���

���� ������� ����� ��� �� ������ ���� ������ a(v) = v� ∀v ∈ R
N � �� N = 1 ���

a ∈ C∞(R,R) �������� ������ �
 g �� �� Lp
loc

(
R

+
t × R

N
x ,W

s,p
loc (RN

v )
)
���� 1 ≤ p < +∞

��� s < 1
p
� ���� ��� �������� �����
� ρ ∈ V(f) �� �� W s,p

loc (R+
t × R

N
x )�  �������� 
��

��� T ∈ (0,+∞) ��� I ���!��� �
 R
N �

‖ρ‖W s,p([0,T ]×I)) ≤ C‖g‖Lp([0,T̃ ]×J,W s,p(K)) ���A�

����� C, T̃ ��� !������� ���������� J,K ��� ���!���� �
 R
N ����� ���� ��!��� ��

s, p� T ��� �� ��� ��!!���� ��� ��! ��� ��!������ ����� �
 a� ��� ������� a−1 ��� φ�
����� φ �� ��� C∞

c 
������� �� ����� ρ �� ���������� �� ���"��

,
� ���
�	 �� ��&�� ��� 	
� ���
	��� �� 	
� ��
�
� ������� ��	
 ���� ���	��� ��	��
5�	
����� ����� 	
� ���	��� ��	� ��� 	
� ��
��� 	��� ���� �� ��
�&����	 ����� 	
� ����
���
�	 
���� �
�� 	
� ���	��� ��	� �� ��	 ���� �
	 
�� 	
� ���� ���
����	� �� v �� 	
�
��
��� 	��� g�

>
� ���
�	 ��� �� ���
��� �� ������� � ��� 1 ≤ p < +∞� 	
� ���
����	� W s,p ��
	
� &������� v ��� g �� 	��������� 	� 	
� &�������� (t, x) ��� ��� &�����	� �&����� ��
f � 
���� 	
� �����	��� s < 1

p
� >� 	
� ���	���� �� &�����	� �&������� ������ �	
�

��	
�� 
�� ���� ��������� ���&��� �� ���=	 ���� ��� �	������ ���
��	��� �� f
	
�� 	� �� �� L1

loc� 7����&��� �� ��� 	���	 	
� ���� p = 1� �
��
 �� ��	 �������� ��
���� �� 	
� ���
���	 �� ����� �� ��	������	���� ���� �	 ��� ��� 	
� ���&��
� &�����	�
�&������� ������� 5�	
����� 	
� ���
����	� ���
�	 ������� �� �
� ��	
�� �� ��� 	
�
��		�� ����� p �� ����� 	� �� (�� 	
� ���� p = 2� �
� ��	
�� ���� ��	 �����&� 	
�
���&��
� ���
�	 ��  6'7" ���  *" ��	����� ��	
�
	 	
� v2���
����	� ���
��	����
B��� ��	 
� ������� �
� ���
�	 	� 	
� ��� ��  ;!" �,
����� ��-� �
��� 	
� v2
���
����	� �� g �� 	���� ��	� ����
�	� 5��
�� 	
�	 g ∈ Lp(R+

t × R
N
x ,W

β,p(RN
v ))�

>� ��� 
���� �� ,
����� ��/� ��� &�����	� �&����� �� f �� �� W β,p
loc (R+

t × R
N
x )�

�� β < 1
p
� >� 	
� �	
�� 
���� ��  ;!" �	 �� ���&��� 
���� 	
� ���
��	��� 	
�	

f ∈ Lq(R+
t × R

N
x ,W

γ,q(RN
v )) ��	
 1 < q ≤ 2� 1 − 1

q
< γ ≤ 1

2
� 	
�	 ��� &�����	�

8



�&����� �� f �� �� W s′,r′
loc (R+ × R

N) �
��� s′ < θ ��&�� �� ���#�� �
�� 1 < p < 2

��� β ∈
(

1
2
, 1

p

)
�

θ =
α

α− 1 + β − 2β−1
p

, �
��� α = 1 + γ − 1

q
∈ (0, 1].

>�� ��� ������ ������ 	
�	 	
� ���� �� θ− β �� ����	�&� �� α > 2
p
− 1 ��� �� ����	�&�

����� (�� ���	����� β ���� �� ����	�� 	
�� θ �� γ = ε� q = 1
1−2ε

��	
 ε ����� ���
�
�
5� �����	��� �	 �� �
�� 	
� �������	��� �� f �� ���� �γ �� ������ 	� 0 ��� q �� ������
	� 1� 	
�	 	
� ��	
�� �� 
�� 	� ��	��� 	
� ���
����	� ���
�	 �� ,
����� ��/ �� ������
�C����	 �������� 	� 	
� ��� 
��� ��  ;!"�

%� 	
� ���	��	 �� 	
� ����	�� ����
��	��� �� � ������&�	��� ���� �
�� a ��	��.�� 	
�
��������� ������ ���2���������� ���
��	��� � ∀M > 0� ∃C > 0� ∃ δ ∈ (0, 1] �
�

	
�	 ∀ξ ∈ R

N , u ∈ R ��	� |ξ| + |u| ≤ 1� ∀ε > 0�

L1
({
v ∈ [−M,M ]

∣∣ |a(v) · ξ + u| ≤ ε
}) ≤ Cεδ, ���D�

	
� ��	
�� ��  6'7"�  *" ���  ;!" ������ 	� ���
����	� ���
�	� ��� &�����	� �&������
��
��
 ��� ������ 	
�� 	
� ��� �
�	�� ������� � �� f, g ∈ Lp� 1 < p ≤ 2� ��	��.��

������ ��	
 a ��	������� ���D�� 	
�� 	
� &�����	� �&������ �� f ��� �� H
δ(1− 1

p
)

p (R2)�
,
� ������� �� 	
� ����	�	��� �� �
� ��	
�� 	� 	
� ���� �
��� a ���� ��	��.�� 	
�
������ ���
��	��� ���D� �� 	
� ��� ����������� ���� ������� �����

>�� �� 	
� ���� ��	�&�	���� �� �
� ���� ��� 	
� �
��	��� �� 	
� ������	��	��� ��
	
� ��	���� ����
�� �� � N2���	�.���� ��	 �� 	
� ������� �� � ������ ������&�	���
���� �
��
 ������� ���� ��� ��� ����� ��������� N ≥ 2 �� �� ��� ����� ���������
�
	 �
�� 	
� ���
	��� �� 	
� ������&�	��� ��� �� ��	 ��	������ %� �� ������ 	�
�����&� 	
� ������	���� ���
�	 
��� ��  69" 	� ���&� ������	��	���� 	
� ���	���	���
	� 	
� ���� �� ��
�� ����� ��� &�����	� ���������� ���&��	� 
� ���� ������� ��	

������&�	��� ���� �� ����� ��������� �	���	�� ����	�� 	
�� �� 5���	��� 	
� �����
�� ,
����� ��/ 	� 	
� ���� �
�� 	
� ����� ��������� �� ��	 ��
�� 	� 	
� &�����	�
��������� �� ��	 �	����
	�������� ,
� ���� ���� �� 	
� ����� �� ,
����� ��/ �� 	�
���� 	
� ����� &������� ����� ��	� 	
� &�����	� &������� �� � ������ �
���� �� &���2
������ *
	� �� 	
� ���������� ��� ��	 	
� ����� 	
�� ���
���� ���=	 �� ���� ��������
�� 	
�� ���&� ���� 	
� ��	����	��� �
��	��� �� 	
� ����������	��� �� ,
����� ��/
�
�� ����� ��� &�����	� ���������� ��� ��?����	�

%� � ������ ���	 �� 	
�� ������ �� �����	 �� 	
� ���	 	
�	 �
� ���
�	 ����
��� 	
� ����
p = 1� �
��
 ����� 	� 
� 	
� ���	 ��	����	��� ����� �� ��	��� 	
�	 ��� &�����	�

#



�&����� ρ ∈ V(f) �� �� W s,1
loc (R+× R

N) ��� ��� s < 1 �� ���� �� �� ���
�� g 	�
�� �� L1

loc(R
+× R

N ,W 1,1
loc (RN))� ,
� ���
�	 �� ��	���� �� 	
� ����� 	
�	 �� ���=	


��� 	� ��	 ρ �� W 1,1
loc (R+× R

N)� %������ &�����	� �&������ �� f 	�������� ������	
N2����������� ����
����	��� �3�
��� ��&��4 �� 	
� ���� �� 	
� ����	�� ����
��	��� ��
� ������&�	��� ����� �&�� �� 	
� ��
��� 	��� g �� ����	
� �� 	
�	 	
�� ���=	 ������
	� W 1,1

loc (R+× R
N)� ,
� ���������	� ����� ��� &�����	� �&������ ��
�� �� 	
� �����

�� *) �
��	����� �� ��� ������ �� �� ��� ��	���	� 	
� *) ���� �� ρ �� 	
�
L1

t,xBVv ���� �� 	
� ��
��� 	��� g� %� ��������� -� 	
� ����� �� *) �
��	���� ��
���	��
�
��� �������� �� 	
� ����� �� L2 �
��	����� ,
��� � .��	 �	�� �� 	
� ����
�
�� N = 1 ��
�� �� 	� ��	��� �� ��	���	� �� 	
� L2 ���� �� ρ� 5�	
����� �� �
��
	
�	 � !������@2	��� ����
���	� ��� 	
� L2 ���� �� &�����	� �&������ ���=	 
��� � ��
��&� � ��
�	��2������� �
��
 ������	� �� �������
��� �� L1 �
��	���� (gε) � 6����
���� �� 	
� 	��2����������� (t, x) ����� �!������	��� /���� ,
�������� �� ���=	 
���
	� ��	��� ��� *) ��	���	� ��� &�����	� �&������� ��	
 	
� ���� ���
��	��� �� 	
�
v2���
����	� �� 	
� ��
��� 	����

�� 	
�� ���	���	 	
� ��	 �� ��
��� 	���� 	� 9���� ����
��� g �� R
+× R �
���

����&�	�&� �� v� ∂vg� �� ���� � 9���� ����
�� ��� �
��
 ���� 
�&� 	
� ���������
������	� � ��� ���� (t, x) ∈ (0,+∞) × R�

lim sup
R→0

g (BR(t, x) × R)

R
< +∞. ����E�

,
� ��� ���
��	��� ����E� �� ����&��	 ����� �	 �� ��	��.�� �
�� 	
� ����	�� ��
�	���
����� ����� ���� � ������&�	��� ��� ��	
 ��	���� �����	��� ����  6>�" ���  '9"��
*
	� �&�� ��� 	
�� ���	���	�� ��	 �� ��
��� 	����� �
��
 ����
��� 6���� ������ �� 	
�
(t, x) ������ �� ���� �
��� ��&��� � ������ ��
�	��2�������� 	
�	 �� ���=	 ��	 � BV
��	���	� �� 	
� &�����	� �&����� �� 	
� L1

t,xBVv ���� �� g �!������	��� /�-��

(������� �	��� �� 	
� ���� N = 1� �� ��	�����
 � 3����4 !������@2	��� ����
���	�
��&��&��� 	
� L2,∞ ���� �� &�����	� �&������ �

������� ���� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × R

2
x,v) �����
���
 ����� ��� �����
 
��� ��� ����

������� ����� �
 a ∈ C∞(R,R) �������� ����� ��� g ∈ L1(R+
t × Rx, BV (Rv)

)
� �����

��� �������� �����
� ρ ∈ V(f) �� �� L2,∞(R+
t × Rx) ��� ��������

‖ρ‖∗2,∞ ≤ C‖g‖L1
t,xBVv

. ������

,
� ����� �� ��������� �� ������� � ���	��� - �� ��&�	�� 	� 	
� ����� �� ,
����� ��/�
(���	 �� �������� 	
� ���� �� a(v) = v� v ∈ R

N �⎧⎨
⎩

∂

∂t
(f(t, x, v)) + v · ∇x (f(t, x, v)) = g(t, x, v), �� D′(R+× R

N × R
N),

f(0, x, v) = 0.
����-�

$



�� �
�� 	
� ���
����	� �� &�����	� �&������ �� ���
	���� �� ����-� �� 	
� ����� &���2
���� �!������	��� -���� 
���� 	
� �������	 ����
�� �� f �� 	
� ���� �
�� g �� ����	
�
��� 	
��� 
���� � �����	� ���
���	� ,
��� �� ������� ����F� 
�� 	� ���������� 	
�
��������� ����� 	� 	
� ������� ����� �
�� N = 1 ��� a ��	��.�� ���8� �!������	���
-�-�� (������� �� ���&� 	
�	 ����� ���
����	� ������� 	��� ���
����	� ��� &�����	� �&2
������ �� ���
	���� �� ������ 
���� (�
���� �������� ���
���	� �!������	��� -�/��
%� ���	��� /� �� �������� 	
� ���	��
��� ���� �� p = 1� (���	� �� ��&� 	
� �������
�
��
 ���	�����	� 	
� L2 !������@2	��� ����
���	�� ,
��� �� ��&� 	
� ������ ����2
��� �
��� 	
� ���
��	��� ����E� 
���� ��� �
��
 ���	�����	� � BV ��	���	� ��� 	
�
&�����	� �&������� �� .���
 �� ���&��� ,
����� ��1�

���������������� � ���� ���# ��� ������� ��� ����� ��� ������ ��� �������
 ���
 ��������� $�!������� �
 ��� %�& �
 '(���� 
�� ����� ������� ������ ��� ���	
�������� ��� ��� ���� ������� )���*�� ���������� � ��� �� ��� ����������� �
 ����
!�!�� ��� ��� ����� ��#� �� ����# ���� +�� ���� ����#� ��� ����� ��!������� 
�� ���
���!��������

*����� ����� ��	� ������� ��	 
� .� ���� ��	�	���� �
2 Ff ��� F−1f ���� ����	� ������	�&��� 	
� (�
���� 	�������� ��� 	
� ��&���� (�
����
	�������� �� f � (��� 	��� 	� 	���� 	
� ��	�	��� Ff ��� �� �������� �� 	
� �������
��� f̂ � �
�� �� �������� 	
� ���	��� (�
���� 	������� ������ 	
� ��&���� ���	���
(�
����� �� 	
� &������� X �� f � �� ���� ���	� FXf ������ F−1

X f��
2 ∀φ : R

N → R� �
��(φ) ����	�� 	
� �
����	 �� φ� ‖φ‖∞ ����	�� 	
� ���� �
� ��
φ� '��(φ) ����	�� 	
� '����
�	� ����	��	 �� φ� ��� '��K(φ) ����	�� 	
� '����
�	�
����	��	 �� 	
� ���	���	��� �� φ �� K�
2 (�� ��� ��	 A ⊂ R

N � 1A ����	�� 	
� ������	�� �
��	��� �� A ��� LN(A) ����	��
	
� '�����
� ����
�� �� A�
2 B(x,R) ����	�� 	
� ������ ���� ���	���� �� x �� ����
� R �� R

N � BR ����	��
B(0, R)� ,
� :
������� ���� �� ��� R

N �� ������ ����	�� �� | · |�
2 5 �
��	��� f ������� 	� Lp

loc(R
N)� 1≤p<+∞ �� ��� ���� ��

‖f‖Lp(K) :=

(∫
K

|f |p
)1/p

< +∞, ∀K ������	 �� R
N .

2 5 �
��	��� f ������� 	� W s,p
loc (RN)� 0<s<1 ��� 1≤p<+∞� �� ��� ���� ��

‖f‖W s,p(K) := ‖f‖Lp(K)+

(∫∫
K2

|f(x) − f(y)|p
|x− y|sp+N

dxdy

)1/p

<+∞, ∀K ������	 �� R
N .

2 5 �
�	�2&������� �
��	��� f �� �� Lp
loc(R

m,W s,p
loc (RN))� N,m ∈ N

∗� 0 < s < 1 ���
1≤p<+∞� �� ��� ���� ��

‖f‖Lp(J,W s,p(K)) :=
∥∥‖f(X, ·)‖W s,p

Y (K)

∥∥
Lp

X(J)
< +∞, ∀ ������	� K ⊂ R

N , J ⊂ R
m.

A




 ����� �� 
������ ���

��� ����� ��	
����
� ����� a(v) = v�

%� 	
� ���� �
�� a(v) = v� ∀v ∈ R
N � �� ���&� ���	����� 	
� ���
����	� ���
�	 ��

,
����� ��/ � 	
� ��������� �������	��� ���� ��&�� 	
� ���
����	� �� &�����	� �&������
�� 	
� ���
	��� f �� ����-� �� 	
� ����� &��������

����������� ���� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v ) �����
� ����,�� ��� �� ������ ����

g �� �� Lp
loc(R

+
t × R

N
x ,W

s,p
loc (RN

v )) ���� 1 ≤ p < +∞ ��� s < 1
p
� ����� ��� ��������

�����
� ρ ∈ V(f) �� �� Lp
loc

(
R

+
t ,W

s,p
loc (RN

x )
)
� ��� 
�� ��� T ∈ (0,+∞) ��� I ���!���

�
 R
N �

‖ρ‖Lp((0,T ]),W s,p(I)) ≤ C‖g‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K)) �-���

����� C �� � !������� ��������� J,K ��� ���!���� �
 RN ����� ���� ��!��� �� s, p� T
��� �� ��!! φ� ‖φ‖∞ ��� ��!(φ) ����� φ �� ��� C∞

c 
������� �� ����� ρ �� ����������
�� ���"��

-���
 � (���	� ��	 
� ���
�� 	
�	 g ∈ C∞(R+
t × R

N
x × R

N
v )� ,
��� 	
� ���
	��� f ��

����-� �� ��&�� �� 	
� ��������� ����
�� �

f(t, x, v) =

∫ t

0

g(τ, x− (t− τ)v, v) dτ, ∀(t, x, v) ∈ R
+× R

2N .

,
��� ∀ t > 0� ∀x ∈ R
N �

ρ(t, x) =

∫
RN

∫ t

0

g(τ, x− (t− τ)v, v)φ(v)dτdv

=

∫ t

0

∫
RN

g
(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)
1

(t−τ)N dzdτ


���� (
����=� 	
����� ��� ����� 	
� �
���� �� &�������� z(v) = x− (t− τ)v�
(�� ��� T ∈ (0,+∞) ��� ��� ��� ������	 I ⊂ R

N � �� 
�&� 	� ��	���	� 	
� �
��	�	�

A :=

∫ T

0

∫∫
I2

|ρ(t, x) − ρ(t, y)|p
|x− y|sp+N

dxdy dt

=

∫ T

0

∫∫
I2

dxdydt

|x− y|sp+N∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
RN

[
g
(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)− g
(
τ, z, y−z

t−τ

)
φ
(

y−z
t−τ

)]
1

(t−τ)N dzdτ

∣∣∣∣∣
p

.

'�	 
� 	��� M > 0 �
�
 	
�	 �
��(φ) ⊂ BM � ∀x ∈ I� ∀u ∈ [0, T ]� ��	 
� ����	�
B(x, uM) �� Ju,x� %� z /∈ Ju,x� 	
�� φ

(
x−z

u

)
= 0� ,
��� ��� ��� (x, y) ∈ I2 ���

D



t > τ ∈ [0, T ]� �� ��� ���	���	 	
� ��	����� �� z �� 	
� ������	 Jt−τ,x ∪ Jt−τ,y� 0����
LN(Jt−τ,x) = LN(Jt−τ,y) = C0(t− τ)NMN � ��	
 C0 > 0� 
���� <G���� ����
���	� ���
	
� ��	����� �&�� τ � ��� 	
�� �� 	
� ��	����� �&�� z� �� 
�&��

A =

∫ T

0

∫∫
I2

dxdydt

|x− y|sp+N∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
Jt−τ,x∪Jt−τ,y

[
g
(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)− g
(
τ, z, y−z

t−τ

)
φ
(

y−z
t−τ

)]
1

(t−τ)N dzdτ

∣∣∣∣∣
p

≤ T p−1

∫ T

0

∫ T

0

∫∫
I2

dxdydt

|x− y|sp+N∣∣∣∣∣
∫

Jt−τ,x∪Jt−τ,y

[
g
(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)− g
(
τ, z, y−z

t−τ

)
φ
(

y−z
t−τ

)]
1

(t−τ)N dz

∣∣∣∣∣
p

dτ

≤ C1

∫ T

0

∫ t

0

∫∫
I2

dxdydtdτ

|x− y|sp+N
(t− τ)N(p−1)

∫
Jt−τ,x∪Jt−τ,y

∣∣∣∣g (τ, z, x−z
t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)− g
(
τ, z, y−z

t−τ

)
φ
(

y−z
t−τ

)∣∣∣∣
p

1
|t−τ |Npdz

�
��� C1 �� � ����	�&� ����	��	 ��������� �� M ��� T �
'�	 
� ��	 J :=

{
z ∈ R

N | ���	(z, I) ≤ TM
}

� 	
�� J ���	���� Ju,x� ∀(u, x) ∈ [0, T ]×I�
H���� (
����=� 	
����� ��� ����� 	
� �
����� �� &�������� x′ = x−z

t−τ
��� y′ = y−z

t−τ
�

�� 
�&�

A ≤ C1

∫ T

0

∫ T

0

∫
J

dtdτdz

∫∫
I2

|g(τ, z, x−z
t−τ

)φ(x−z
t−τ

) − g(τ, z, y−z
t−τ

)φ(y−z
t−τ

)|p
|x− y|sp+N |t− τ |N dxdy

≤ C1

∫ T

0

∫ T

0

∫
J

dtdτdz

|t− τ |sp
∫∫

R2N

|g(τ, z, x′)φ(x′) − g(τ, z, y′)φ(y′)|p
|x′ − y′|sp+N

dx′dy′.

B��� ��	 
� ������ 	
�	 ����� g �� �� W s,p
loc (RN

v ) ��� φ �� � '����
�	� �
�	��� ��	

������	 �
����	 �� R

N � 	
�� gφ �� �� W s,p(RN
v )� !�������� ��� ��� ������ �
�� 	
�	∫∫

R2N

|g(τ, z, x′)φ(x′) − g(τ, z, y′)φ(y′)|p
|x′ − y′|sp+N

dx′dy′ ≤ C2‖g(τ, z, ·)‖p
W s,p(K) �-�-�

�
��� C2 ������� �� ‖φ‖∞ ��� '��(φ)� ��� �
��� K �� 	
� �
����	 �� φ� 0����� ��
���
��	��� sp < 1� �� 	
�� ���� 
�&� 	� ��	���	� 	
� L1 ���� �� � ���&��
	��� ��
L1 �
��	���� �

A ≤ C1C2

∫ T

0

∫ T

0

∫
J

‖g(τ, z, ·)‖p
W s,p(K)

|t− τ |sp dzdtdτ ≤ C‖g‖p
Lp([0,T ]×J,W s,p(K)),

�E



�
��� C ������� �� T, s, p, �
�� φ� ‖φ‖∞ ��� '��(φ)� <���� �-��� �� ���&�� ���
��� g ∈ C∞(R+× R

2N )�

B��� ��	 g ∈ Lp
loc(R

+
t × R

N
x ,W

s,p
loc (RN

v ))� '�	 T ∈ (0,+∞) ��� I �� ��� ������	 ��
R

N � '�	 φ ∈ C∞
c (RN)� �� ��.�� �� ���&� ������	� J ��� K� '�	 θ ∈ C∞

c (R1+2N)
�
�
 	
�	 �
�� θ ⊂ [0, T ]× J ×K� ‖θ‖∞ = '��(θ) = 1� ��� ��	 
� ��	��� g �� 0 ��
(−∞, 0) × R

2N �
'�	 ξ ∈ C∞

c (R1+2N) �
�
 	
�	 ξ ≥ 0� �
�� ξ ⊂ B1 ���
∫
ξ = 1� '�	 
� ��	

ξn(t, x, v) := n1+2Nξ(nt, nx, nv)� ∀(t, x, v) ∈ R
1+2N ��� gn := g θ ∗ ξn� ,
��� gn

���&����� 	� g θ �� Lp(Rt× R
N
x ,W

s,p(RN
v ))� ���

‖gn‖Lp(Rt×RN
x ,W s,p(RN

v )) ≤ ‖g θ‖Lp(Rt×RN
x ,W s,p(RN

v )).

∀n ∈ N� ��	 fn �� 	
� ���
	��� �� ����-� ��	
 g �������� �� gn� 0���� gn ∈ C∞(R1+2N)�
	
�� fn �� ��&�� ��

fn(t, x, v) =

∫ t

0

gn(τ, x− (t− τ)v, v) dτ, ∀(t, x, v) ∈ R
+× R

2N .

0���� 	
� Lp ���� �� gn �� 
�������� ��
����� 	
�� (fn) �� ��
���� �� Lp ���� 
� 	�
� �
����
����� (fn) ���&����� �� 	
� ���	���
	����� ����� 	� 	
� �
��	��� f ��	�������
����-�� ∀n ∈ N� ��	 ρn �� 	
� &�����	� �&����� �� fn �������	�� 	� φ �� ���1�� 	
��
(ρn) ���&����� �� 	
� ���	���
	����� ����� 	� ρ 	
� &�����	� �&����� �� f �������	��
	� φ� *
	� ����� gn ∈ C∞(R1+2N )� �� ���� ���� ���&� 	
�	

‖ρn‖Lp([0,T ],W s,p(I)) ≤ C‖gn‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K)) ≤ C‖g θ‖Lp(R1+N ,W s,p(RN )),

�
��� C > 0 ������� �� T, s, p� �
��(φ)� ‖φ‖∞ ��� '��(φ)� H���� 	
� ��	���	�
�-�-� ��	
 θ ���	��� �� φ� �� 
�&� �

‖gθ‖Lp(R1+N ,W s,p(RN )) ≤ C0‖g‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K)),

�
��� C0 �� ���� ����	�&� ����	��	�
,
�������� 	
� ���� ����	 ρ �� ρn �� �� Lp

loc(R
+
t ,W

s,p
loc (Rx)) ��� ��	��.��

‖ρ‖Lp([0,T ],W s,p(I)) ≤ CC0‖g‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K)).

!������	��� -�� �� ���&���
�

��



��� ����� ��	
����
� �N = 1�

%� 	
� ��� ����������� ����� �� ���������� 	
� ��������� ���
�	 	� 	
� ���� �
��
a ∈ C∞ ��	��.�� 	
� ���2���������� �����	��� ���8�� �� ��	��� 	
� ���� ���
�	 ��
��� 	
� ���� a(v) = v�

����������� ���� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × Rx× Rv) �����
� ������ ��� �� ������ ���� a

�������� ����� ��� g ∈ Lp
loc(R

+
t × Rx,W

s,p
loc (Rv)) ���� 1 ≤ p < +∞ ��� s < 1

p
� �����

��� �������� �����
� ρ ∈ V(f) �� �� Lp
loc

(
R

+
t ,W

s,p
loc (Rx)

)
� ��� 
�� ��� T ∈ (0,+∞)

��� I ���!��� �
 R�

‖ρ‖Lp([0,T ]),W s,p(I)) ≤ C‖g‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K))

����� C �� � !������� ��������� J,K ��� ���!���� �
 R ����� ���� ��!��� �� s, p� T
��� �� ��� ��!!���� ��� ��! ��� ��!������ ����� �
 a� ��� ������� a−1 ��� φ �����
φ �� ��� C∞

c 
������� �� ����� ρ �� ���������� �� ���"��

-���
 � %� a ∈ C∞ ��	��.�� ���8�� 	
�� 	
� ����&�	�&� a′ �� a ���=	 &����
� %������ ��	

� ��
�� 	
�	 	
��� ����	� v0 ∈ R �
�
 	
�	 a′(v0) = 0� '�	 
� 	��� M �
�
 	
�	
v0 ∈ (−M,M)� *� 	
� ,����� ����
���

∀ v ∈ [−M,M ], |a(v) − a(v0)| ≤ C1(v − v0)
2,

�
��� C1 = sup
[−M,M ]

|a′′|� ,

��

{
v ∈ [−M,M ]

∣∣ (v − v0)
2 ≤ ε

C1

}
⊂ {v ∈ [−M,M ]

∣∣ |a(v) − a(v0)| ≤ ε
}
.

*� ���8�� �� 
�&�

L1
({
v ∈ [−M,M ]

∣∣ (v − v0)
2 ≤ ε

C1

})
≤ Cε, ∀ε > 0.

*
	� ��� ε ����� ���
�
�

L1
({
v ∈ [−M,M ]

∣∣ (v − v0)
2 ≤ ε

C1

})
=
√

ε
C1
,

�
��
 ������ 	� � ���	�����	���� ,
�������� a′ �� ��	
�� ����	�&� �� ����	�&�� ��� ���
��� ������	 K �� R� infK |a′| > 0� 7����&��� ����� a �� ��	
�� �	���	�� ���������� ��
�	���	�� ����������� 	
�� a �� ��I��	�&� ��� �	� ��&���� a−1 �� �� C1(R)�

�� .��	 ���
�� 	
�	 g ∈ C∞(R+× R
2)� ��� 	
�� �� �����
�� �� 	
� ���� �����	�

���
���	 �� �� 	
� ����� �� ,
����� ��/� �
�� g �� �� C∞(R+× R
2)� 	
� ���
	���

f �� ����� ��	
 ���� ���	��� ��	� �� ��&�� ��

f(t, x, v) =

∫ t

0

g (τ, x− (t− τ)a(v), v) dτ, ∀(t, x, v) ∈ R
+× R

2.

�-



'�	 φ ∈ C∞
c (R) ��� ρ ∈ V(f) �������	�� 	� φ �� ��1� 	
�� ∀(t, x) ∈ R

+× R�

ρ(t, x) =

∫ t

0

∫
K

g(τ, x− (t− τ)a(v), v)φ(v)dvdτ,

�
��� K �� 	
� �
����	 �� φ� 0���� infK |a′| > 0� �� ��� ���� 	
� �
���� �� &�������
z(v) = x− (t− τ)a(v) ��� �� ��	

ρ(t, x) =

∫ t

0

∫
Jt−τ,x

g
(
τ, z, a−1

(
x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

)) 1
t−τ

dzdτ

�
��� Ju,x := x − ua(K)� ∀ (u, x) ∈ R
+ × R� '�	 
� ������ 	
�	 ∀ z /∈ Jt−τ,x�

φ
(
a−1

(
x−z
t−τ

))
= 0� (�� ��� T ∈ (0,+∞) ��� I ������	 �� R� ��	 
� ��	

A :=

∫ T

0

∫∫
I2

|ρ(t, x) − ρ(t, y)|p
|x− y|sp+1

dxdy.

,
���

A ≤
∫ T

0

∫∫
I2

dxdydt

|x− y|sp+1∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
Jt−τ,x∪Jt−τ,y

[
1Jt−τ,x(z)g

(
τ, z, a−1(x−z

t−τ
)
) φ(a−1(x−z

t−τ
)
)

a′
(
a−1(x−z

t−τ
)
)

−1Jt−τ,y(z)g
(
τ, z, a−1

(
y−z
t−τ

)) φ (a−1
(

y−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
y−z
t−τ

))
]
dzdτ

t− τ

∣∣∣∣∣
p

,

≤ C1

∫ T

0

∫∫
I2

∫ t

0

dxdydt

|x− y|sp+1
(t− τ)p−1

∫
Jt−τ,x∪Jt−τ,y

∣∣∣∣∣1Jt−τ,x(z)g
(
τ, z, a−1(x−z

t−τ
)
) φ (a−1

(
x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

))
−1Jt−τ,y(z)g

(
τ, z, a−1

(
y−z
t−τ

)) φ (a−1
(

y−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
y−z
t−τ

))
∣∣∣∣∣
p
dzdτ

(t− τ)p
,


���� <G���� ����
���	� ��� ��	����� 	
�	 L1(Ju,x) = uL1
(
a(K)

)
� ∀(u, x) ∈ R

+ ×R�
'�	 
� ��	 J :=

{
z ∈ R

∣∣ ���	(z, I) ≤ TL1
(
a(K)

)}
� ,
��� ∀x ∈ I� ∀τ < t ∈ [0, T ]�

�/



Jt−τ,x ⊂ J ��� �� 
�&�

A ≤ C1

∫ T

0

∫ t

0

∫
J

dtdτdz

(t− τ)∫∫
I2

∣∣∣∣∣1J−(t−τ),z
(x)g

(
τ, z, a−1

(
x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

))
−1J−(t−τ),z

(y)g
(
τ, z, a−1

(
y−z
t−τ

)) φ (a−1
(

y−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
y−z
t−τ

))
∣∣∣∣∣
p

dxdy

|x− y|sp+1
.

6���� 	
� �
����� �� &�������� x′ = a−1
(

x−z
t−τ

) ∈ K ��� y′ = a−1
(

y−z
t−τ

) ∈ K� ��
��	���

A ≤ C1

∫ T

0

∫ t

0

∫
J

dtdτdz

(t− τ)

∫∫
K2

∣∣∣∣g(τ, z, x′) φ(x′)
a′(x′)

− g(τ, z, y′)
φ(y′)
a′(y′)

∣∣∣∣
p

|a′(x′)||a′(y′)|(t− τ)2

|a(x′) − a(y′)|sp+1(t− τ)sp+1
dx′dy′

≤ C1 '��K(a)2

∫ T

0

∫ T

0

∫
J

dtdτdz

|t− τ |sp∫∫
K2

∣∣g(τ, z, x) φ(x)
a′(x)

− g(τ, z, y) φ(y)
a′(y)

∣∣p
|a(x) − a(y)|sp+1

dxdy.

*
	� a′ �� ������� '����
�	� ��� ���� ��	 &����
� 	
������� φ
a′ �� ������� '����
�	� ���


�� ������	 �
����	� 7����&��� a−1 �� '����
�	� �� K �� 	
�	 ∀x, y ∈ K �� 
�&�
|x−y|

|a(x)−a(y)| ≤ '��K(a−1)� ,
�������� 
���� 	
� ��	���	� �-�-�� �� 
�&�

A ≤ C ‖g‖Lp([0,T ]×J,W s,p(K)),

�
��� C ������� �� T, s, p� �
��(φ)� '��K(a)� '��K(a−1)�
∥∥ φ

a′
∥∥
∞ ��� '��

(
φ
a′
)
�

!������	��� -�- �� ���&���
�

��� ���� ��	
����
�

�� .���
 	
� ����� �� ,
����� ��/ �
����� 	
�	 ����� ���
����	� ������� 	��� ���2

����	� ��� 	
� &�����	� �&������� '�	 
� �	���� �� 	
� ���	 	
�	 	
� ��������� ���
�	
���� ��	 ���
��� 	
� v2���
����	� ���
��	��� �� g �� ��� �
�	
�� ���
��	��� �� f �
5���� ��	 
� ������ 	
�	 	
�� ���
�	 ��
�	�� �� 	
� ���� �
�� ����� ��� &�����	�
���������� ��� ��
��� 
���� �&�� �� 	
� &�����	� ��������� �� ��	 	
� ���� �� �����
����������

�1



����������� ���� ��� f ∈ L1
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v ) �����
���
 ������ ��� �� ������

���� g ∈ Lp
loc(R

+
t × R

N
x × R

N
v ) ���� 1 ≤ p < +∞� ��� s ∈ (0, 1)� �
 ��� ��������

�����
� ρ ∈ V(f) �� �� Lp
loc(R

+
t ,W

s,p
loc (RN

x ))� ���� ��� �������� �����
� ρ ∈ V(f) �� ��
W s,p

loc (R+
t × R

N
x )�

-���
 � �� ��	��� f � g ������ ��� �
��	��� �� V(f)� �� 0 �� (−∞, 0) × R
2N ������

�� (−∞, 0)× R
N� � '�	 K �� ��� ������	 �� R

+× R
N ��� θ ∈ C∞

c (R1+N) �� �
�

	
�	 θ ≡ 1 �� K� '�	 φ ∈ C∞

c (RN) ��� ρ ∈ V(f) �� 	
� &�����	� �&����� �� f
�������	�� 	� φ �� ���1�� '�	 
� �
�� 	
�	� 
���� 	
� ���
��	��� �� !������	��� -�/�
ρθ := ρ θ �� �� W s,p(R1+N)� 	
�� ���� ���&� 	
�	 ρ ∈W s,p

loc (R+
t × R

N)�
0���� f ��	��.�� ������ 	
�� 	
� ��������� ��
���	� 
���� �� D′(R+× R

N)�

∂

∂t

(∫
R

f(t, x, v)φ(v)dv

)
+ ��&x

(∫
R

f(t, x, v)a(v)φ(v)dv

)
=

∫
R

g(t, x, v)φ(v)dv.

�-�/�
'�	 
� ��	 ρ̃(t, x) :=

∫
R
f(t, x, v)φ(v)a(v)dv ∈ V(f)� ��� g̃(t, x) :=

∫
R
g(t, x, v)φ(v)dv�

7
�	������� �-�/� �� θ� �� ��	

∂ρθ

∂t
+ ��&x(ρ̃θ) = G, �� D′(R+× R

N), �-�1�

�
��� ρ̃θ = ρ̃θ ��� G = g̃θ − ρ∂θ
∂t

− ρ̃ ��&x(θ)� �������� G ∈ Lp(R1+N)� *� ���
��2
	���� ρ ��� ρ̃ ��� �� Lp

loc(R
+
t ,W

s,p
loc (RN

x ))� ,

�� ρθ ��� ρ̃θ ��� �� Lp(R,W s,p(RN))�

,� ���&� 	
�	 ρθ ∈ W s,p(R1+N )� �� ���� 
�� 	
� �
����	�����	��� �� W s,p(Rd)� ���
d ∈ N

∗� 0 < s < 1 ��� 1 ≤ p < +∞� �� 	���� �� *���& ������ %������ �� 
�&� ����
 ,"� ���	���� -�-�- ��� -�8�$�

W s,p(Rd) = Bs
p,p(R

d), ∀s ∈ (0, 1), ∀p ∈ [1,+∞).

'�	 
� ������ 
�� 	
� *���& ����� Bs
p,p(R

d) �� ��.���� ,
� ��	 Λd �� ��.��� 	� ��
	
� ��	 �� ��� ���
����� (ηj)j∈N �� C∞(Rd,R) �
�
 	
�	

2 �
�� ηj ⊂ {X ∈ R
d | 2j−1 ≤ |X| ≤ 2j+1}� ∀j ≥ 1�

2 �
�� η0 ⊂ {X ∈ R
d | |X| ≤ 2}�

2 2j|α|‖Dαηj‖∞ ≤ Cα� ∀α = (αi)1≤i≤d ∈ N
d, |α| =

∑
1≤i≤d αi� ∀j ∈ N�

2
∑

j∈N
ηj(X) = 1� ∀X ∈ R

d�

'�	 (φj)j∈N ∈ F−1Λd :=
{
(F−1ηj)j∈N ; (ηj)j∈N ∈ Λd

}
� ,
� *���& ����� Bs

p,p(R
d) ��

��.��� ��

Bs
p,p(R

d) =

{
f ∈ Lp(Rd)

∣∣∣ +∞∑
j=0

(
2sj‖φj ∗ f‖Lp

)p
< +∞

}
,

�8



��� � ���� �� Bs
p,p(R

d) �� ��&�� ��

‖f‖Bs
p,p

=

(
+∞∑
j=0

(
2sj‖φj ∗ f‖Lp

)p)1/p

. �-�8�

,
� *���& ����� Bs
p,p(R

d) ���� ��	 ������ �� 	
� �
���� �� 	
� ���
���� (φj)j∈N ��
F−1Λd � ���	
�� �
���� ���� ����� 	� �� ��
�&����	 ����� (�� ��� (φj)j∈N ∈ F−1Λd�
	
� ���� �-�8� �� ��
�&����	 	� 	
� ���� ���$�� �
�� s ∈ (0, 1) ��� p ∈ [1,+∞)�
�� ��� ����	�
�	 � ���
���� (φj)j∈N ∈ F−1Λd �� 	
� ��������� ��� � ��	 φ̂ ∈ C∞

c (Rd)

�
�
 	
�	 �
�� φ̂ ⊂ {1
2
≤ |X| ≤ 2

}
��� �
�
 	
�	 φ̂(2X)+φ̂(X) = 1� �� |X| ∈ [1/2, 1]�

,
��� 	
� ���
���� (φ̂j)j∈N� ��.��� ��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
φ̂j(X) = φ̂(2−jX), ∀X ∈ R

d, ∀j ≥ 1,

φ̂0(X) = 1 −
+∞∑
j=1

φ̂(2−jX), ∀X ∈ R
d,

�-�#�

�� �� Λd� ,
��� (φj)j∈N ��.��� �� φj := F−1φ̂j � ∀j ∈ N �� �� F−1Λd�

'�	 φ̂ ∈ C∞
c (R1+N) �
�
 	
�	 �
�� φ̂ ⊂ {(τ, ξ) ∈ R

1+N , 1
2
≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2 ≤2

}
� ��

��.�� 	
� ���
���� (φj)j∈N ���� φ̂ �� �-�#�� ,
���

ρθ ∈W s,p(R1+N) �� ��� ���� ��
+∞∑
j=0

(
2sj‖φj ∗ ρθ‖Lp

)p
< +∞.

7����&��� �� 	
�� ����� 	
��� ����	� C > 0 �
�
 	
�	

‖ρθ‖W s,p ≤ C

(
+∞∑
j=0

(
2sj‖φj ∗ ρθ‖Lp

)p)1/p

.

'�	 
� �
���� (ψj)j∈N ∈ F−1ΛN � 0���� ρθ ∈ Lp(R,W s,p(RN))� 	
�� ∃C > 0�

∫
R

+∞∑
j=0

(
2sj‖ψj ∗ ρθ(t, ·)‖Lp

)p
dt ≤ C‖ρθ‖p

Lp
t W s,p

x
.

*� 	
� ����	��� ���&������� 	
������ �� ��� ���� 	
� ��	����� 
���� 	
� �
� 	�
��	

+∞∑
j=0

(
2sj‖ψj∗xρθ‖Lp

t,x

)p

≤ C‖ρθ‖p
Lp

t W s,p
x
. �-�$�

�#



,
� ���� ����
���	� 
���� ��� ρ̃θ�

B��� ��	 χ0 ∈ C∞(R1+N) �
�
 	
�	 0 ≤ χ0 ≤ 1� χ0 ≡ 1 ��
{|τ | ≤ |ξ|} ∪ {|τ | ≤ 1

2

}
�

�
�� χ0 ⊂
{|τ | ≤ √

3|ξ|} ∩ {|τ | ≤ 1
}

� ���

|Dαχ0|(τ, ξ) ≤ C

(τ 2 + |ξ|2)|α|/2
, ∀(τ, ξ) ∈ R

1+N , ∀α ∈ N
1+N , |α| ≤ K,

�
��� K �� �� ��	���� ��������� �� 	
� ��������� 1+N �� 	
� ��������� ��� �
K > N+1

2
� '�	 
� ��	 χ1 := 1 − χ0� (�� ��� j ≥ 1� �� 
�&�

F(φj ∗ ρθ) = φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ)

= χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ) + χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ).

,����� 	
� (�
���� 	�������� �� (t, x) �� �-�1�� �� ��	

−iτ ρ̂θ(τ, ξ) − iξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ) = Ĝ(τ, ξ).

0���� �
�� χ1 ⊂
{|τ | ≥ 1

2

}
� 	
�� �� 
�&�

F(φj ∗ ρθ) = χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ) − χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)
Ĝ(τ, ξ)

iτ

−χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)
ξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ)

τ
.

,

�� φj ∗ ρθ = ωj0 − ωj1 − ωj2 �
���

ωj0 = F−1
(
χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ)

)
,

ωj1 = F−1

(
χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)

Ĝ(τ, ξ)

iτ

)
,

ωj2 = F−1

(
χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)

ξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ)

τ

)
,

����

+∞∑
j=1

2sjp‖φj ∗ ρθ‖p
Lp ≤

+∞∑
j=0

2sjp‖ωj0‖p
Lp +

+∞∑
j=0

2sjp‖ωj1‖p
Lp +

+∞∑
j=0

2sjp‖ωj2‖p
Lp. �-�A�

'�	 
� ������ ���� ���
�	� �� 	
� 	
���� �� Lp �
�	������� �
��
 ���� �� 
���
� 	�
��	���	� ���
 	��� �� 	
� ���
	 
��� ���� �� �-�A��

�$



'�	 Mp(R
1+N ) �� 	
� ��	 �� Lp �
�	������� �� R

1+N � ���� 	
� ��	 �� ��� �
��	���� m
��.��� �� R

1+N �
�
 	
�	 ∀f ∈ Lp(R1+N)� F−1(mFf) ∈ Lp(R1+N)� ,
� Mp ����
�� ��.��� �� ‖m‖Mp := inf

{‖F−1(mFf)‖Lp

∣∣ ‖f‖Lp = 1
}

� �� ������ � �
C����	
�����	��� �� � �
��	��� m 	� ���
�� 	
�	 m ∈ Mp(R

1+N) ���� ��� ���	����  *'"�
����� #���8� � �� m ∈ WK,2(R1+N )� �
��� K > 1+N

2
� 	
�� m ∈ Mp(R

1+N) ���
∃C > 0 �
�
 	
�	

‖F−1(mFf)‖Lp ≤ C‖m‖W K,2‖f‖Lp, ∀f ∈ Lp(R1+N ), ∀ 1≤p<+∞.

��	
 	
�� ���
�	� �� ��� �
�� 	
� ��������� ����� �


��� ���� ��� h ∈ C∞
c (R1+N ) ���� ���� ��!! h ⊂ {

2−α ≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2 ≤ 2α
}

���� α ∈ N
∗� ��� hj := h(2j ·)� ��� K ∈ N ���� ���� K > 1+N

2
� ��� m̃ ∈ C∞(R1+N)

���� ����

|Dαm̃|(τ, ξ) ≤ C

(τ 2 + |ξ|2)|α|/2
, ∀ (τ, ξ) ∈ R

1+N , ∀α ∈ N
1+N , |α| ≤ K. �-�D�

����� m = m̃hj ∈Mp(R
1+N ) ��� ‖m‖Mp ≤ C ����� . ���� ��� ��!��� �� j�

-���
 �
 ����� ,�� �
(���	� ��	 
� ������ 	
�	 ��� ��� f,m : R

1+N → R� ��� ��� b > 0�

F−1(mFf)(X) = F−1
(
m(b ·)F(f(b−1·))(·))(bX), ∀X ∈ R

1+N .

,

��

‖F−1(mFf)‖Lp = b−
1+N

p

∥∥F−1
(
m(b ·)F(f(b−1·))(·))∥∥

Lp

≤ b−
1+N

p ‖m(b ·)‖W K,2‖f(b−1·)‖Lp = ‖m(b ·)‖W K,2‖f‖Lp,

�� ���� �� m ∈ WK,2(R1+N )� <����� ∀ b > 0� ‖m‖Mp ≤ ‖m(b ·)‖W K,2� ,
�������� ��

�&�

‖m‖Mp ≤ ‖m̃(2j·)h‖W K,2, ∀j ≥ 1.

%	 �� ��	 
��� 	� ��� 	
�	 �-�D� ������� 	
�	 ‖m̃(2j·)h‖W K,2 ≤ C �
��� C ���� ��	
������ �� j� ,

�� '���� -�� �� ���&���

�

'�	 
� �	��	 ��	
 	
� 	��� ωj0�

ω̂j0(τ, ξ) = χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ρ̂θ(τ, ξ).

�A



0D
+

D0
−

2
j+1

2
j−2

2
j−1

D1

+

D1

−

22
j+1j−2

2
j−1

ξ

τ

ξ

τ

(��
�� �� �
��(χ0φ̂j) ⊂ D+
0 ∪D−

0 � �
��(χ1φ̂j) ⊂ D+
1 ∪D−

1

0���� �
��(χ0φ̂j) ⊂
{
2j−1≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2 ≤2j+1

} ∩ {|τ | ≤ √
3|ξ|} = D+

0 ∪D−
0 ����

(��
�� ��� 	
�� �
��(χ0φ̂j) ⊂
{
2j−2≤|ξ|≤2j+1} ���

∀ ξ ∈ �
��(χ0φ̂j),

j+1∑
k=j−2

ψ̂k(ξ) = 1.

<�����

ω̂j0(τ, ξ) =

j+1∑
k=j−2

χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)ψ̂k(ξ)ρ̂θ(τ, ξ).

*� '���� -�� ��� �� 	
� ���
��	��� �� χ0� m0(τ, ξ) := χ0(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ) ∈Mp ���

‖ωj0‖p
Lp ≤

j+1∑
k=j−2

‖m0‖p
Mp

∥∥F−1
t,x

(
ψ̂k(ξ)ρ̂θ(τ, ξ)

)∥∥p

Lp
t,x

≤ C

j+1∑
k=j−2

‖ψk ∗x ρθ‖p
Lp

t,x
�-��E�

�
��� C ���� ��	 ������ �� j� ,
�������� �� �-�$� ��� �-��E��

+∞∑
j=1

2sjp‖ωj0‖p
Lp ≤ C

+∞∑
j=1

2sjp

j+1∑
k=j−2

‖ψk ∗x ρθ‖p
Lp

t,x

≤ C

+∞∑
j=1

2sjp‖ψk ∗x ρθ‖p
Lp

t,x
≤ C ‖ρθ‖p

Lp
t W s,p

x
. �-����

�D



B��	� ��	 
� �������� ωj1�

ω̂j1 = χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)
Ĝ(τ, ξ)

iτ
.

'�	 h ∈ C∞
c (R2) �
�
 	
�	 �
�� h⊂{1

8
≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2≤4

}
��� �
�
 	
�	 h ≡ 1 ��{

1
4
≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2≤2

}
� '�	 
� ��.�� hj := h(2j ·)� %� 	
�� ���� hj ≡ 1 �� �
�� φ̂j�

��� �� 
�&�

ω̂j1(τ, ξ) = χ1(τ, ξ)
hj(τ, ξ)

iτ
φ̂j(τ, ξ)Ĝ(τ, ξ).

0���� G ∈ Lp(R1+N)� 	
�� IsG := F−1
t,x

(
(1 + |ξ|2 + τ 2)−

s
2 Ĝ
) ∈ Bs

p,p(R
1+N) ����  ,"�

���	��� -�/�A�� ���
+∞∑
j=0

2sjp‖φj ∗ IsG‖p
Lp ≤ C‖G‖p

Lp. �-��-�

*
	� �� '���� -���

m1(τ, ξ) = χ1(τ, ξ)
(1+|ξ|2+τ2)

s
2

iτ
hj(τ, ξ) ∈Mp,

��� �	� ���� ���� ��	 ������ �� j� %������ �� �
�� χ1 ⊂ {|τ | ≥ |ξ|} ∩ {|τ | ≥ 1
2

}
�

��� ��� ������ �
�� 	
�	 m̃1(τ, ξ) = χ1(τ, ξ)
(1+|ξ|2+τ2)

s
2

iτ
��	��.�� �-�D�� 0����

ω̂j1 = m1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)F(IsG)(τ, ξ),

	
���
‖ωj1‖p

Lp ≤ C‖φj ∗ IsG‖p
Lp.

*� �-��-�� �� ��	
+∞∑
j=1

2sjp‖ωj1‖p
Lp ≤ C‖G‖p

Lp. �-��/�

(������� �� �������� ωj2�

ω̂j2(τ, ξ) = χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)
ξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ)

τ
.

0���� �
��(χ1φ̂j) ⊂ {
2j−1 ≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2 ≤ 2j+1

} ∩ {|τ | ≥ |ξ|} = D+
1 ∪ D−

1 � 	
��

�
��(χ1φ̂j) ⊂
{|ξ| ≤ 2j+1

} ∪ {2j−2≤|τ |≤2j+1} ���� (��
�� ��� ���

∀ ξ ∈ �
��(χ1φ̂j),

j+1∑
k=0

ψ̂k(ξ) = 1,

-E



��� �� 
�&�

ω̂j2(τ, ξ) =

j+1∑
k=0

1

τ
χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ) ψ̂k(ξ)ξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ).

'�	 
� ��	� ��� ��� �
��	��� f ��.��� �� R� J1f := F−1
(
ξf̂
)
� *� '���� #�- ��

 *'"� ‖J1f‖Lp ≤ C2k‖f‖Lp� 5������� 	
�� ���
�	 	� 	
� �
��	��� ψk ∗ ρ̃θ(t, ·)� ��

�&� ��� �����	 �&��� t ∈ R�

‖J1ψk ∗x ρ̃θ(t, ·)‖p
Lp

x
≤ C 2kp‖ψk ∗x ρ̃θ(t, ·)‖p

Lp
x
.

%�	����	��� �� 	
� &������� t� �� ��	

‖J1ψk ∗x ρ̃θ‖p
Lp

t,x
≤ C 2kp‖ψk ∗x ρ̃θ‖p

Lp
t,x
,

�
��� J1ψk ∗x ρ̃θ = F−1
t,x

(
ψ̂k(ξ)ξ · ˆ̃ρθ(τ, ξ)

)
�

'�	 
� ��	 m3(τ, ξ) = 1
τ
χ1(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ)� '�	 hj �� 	
� �
��	��� ��.��� ���&�� ��	 
�

������ 	
�	 hj ≡ 1 �� �
�� φ̂j � 	
��

m3(τ, ξ) =
1

τ
m̃(τ, ξ)φ̂j(τ, ξ),

�
��� m̃(τ, ξ) := χ1(τ, ξ)hj(τ, ξ)� 0���� �
��(hj) ⊂ {
2j−3 ≤ (τ 2 + |ξ|2)1/2 ≤ 2j+2

}
�

	
�� �
��(χ1hj) ⊂
{
2j−4 ≤ |τ | ≤ 2j+2

}
� ��� m̃ ��	��.��

|Dαm̃(τ, ξ)| ≤ 2−jC

(τ 2 + |ξ|2)|α|/2
, ∀ (τ, ξ) ∈ R

1+N , ∀α ∈ N
1+N , |α| ≤ K,

�
��� C ���� ��	 ������ �� j ��� K > 1+N
2

� *� 	
� ���� ���
���	 �� '���� -���

��� ��� �
�� 	
�	 m3 = m̃φ̂j ∈Mp(R
1+N)� ��	
 ‖m3‖Mp ≤ 2−jC� ,
���

‖ωj2‖p
Lp ≤ 2−jC

j+1∑
k=0

‖J1ψk ∗ ρ̃θ‖p
Lp ≤ 2−jC

j+1∑
k=0

2kp‖ψk ∗ ρ̃θ‖p
Lp

����

+∞∑
j=1

2sjp‖ωj2‖p
Lp ≤ C

+∞∑
j=1

2(s−1)jp

j+1∑
k=0

2kp‖ψk ∗ ρ̃θ‖p
Lp

≤ C
+∞∑
k=0

(
+∞∑

j=k−1

2(s−1)jp

)
2kp‖ψk ∗ ρ̃θ‖p

Lp

≤ C
+∞∑
k=0

2skp‖ψk ∗ ρ̃θ‖p
Lp ≤ C‖ρ̃θ‖p

Lp
t W s,p

x
. �-��1�

-�



*� �-����� �-��/� ��� �-��1�� �� 
�&�

+∞∑
j=1

2sjp‖φj ∗ ρθ‖p
Lp ≤ C

(
‖ρθ‖p

Lp
t W s,p

x
+ ‖ρ̃θ‖p

Lp
t W s,p

x
+ ‖G‖p

Lp

)
. �-��8�

*� ���
��	���� ��� 	
� 	���� �� 	
� ���
	 
��� ���� �� �-��8� ��� .��	�� 7����&���
‖φ0∗ρθ‖Lp ≤ ‖φ0‖L1‖ρθ‖Lp� 	
��

∑+∞
j=0 2sjp‖φj ∗ρθ‖p

Lp �� .��	� ��� ρθ ∈ W s,p(R1+N)�
�
��
 ���&�� !������	��� -�/� �

-���
 �
 ������� ��/ � ,
����� ��/ �� � ������
���� �� !������	���� -��� -�- ���
-�/� �
�	 �� �	��� 
�&� 	� ���&� �� 	
� ����
���	� ���A��
'�	 φ ∈ C∞

c (RN) ��� ρ ∈ V(f) �������	�� 	� φ �� ���1�� '�	 T ∈ (0,+∞) ��� I ��
��� ������	 �� R

N �
'�	 θ ∈ C∞

c (R1+N) �
�
 	
�	 θ ≡ 1 �� [0, T ]×I ��� �
�� θ ⊂ [−1, T +1]×I1� �
���
I1 �� 	
� ��	 �� ����	� �
��� ���	���� 	� I �� ���� 	
�� 1� '�	 
� ��	��� g ������ ���
�
��	��� �� V(f)� �� 0 �� (−∞, 0) × R

2N ������ �� (−∞, 0) × R
N�� ,
���

‖ρ‖W s,p([0,T ]×I) ≤ ‖ρθ‖W s,p(R1+N ) ≤ C

(
+∞∑
j=0

2sjp‖φj ∗ ρθ‖p
Lp

)1/p

.

0���� ρ �� ��	����� �� 0 �� (−∞, 0) × R
N � 	
�� �
�� ρθ ⊂ [0, T + 1] × I1�

<����� ‖ρθ‖LpW s,p ≤ C‖ρ‖Lp([0,T+1],W s,p(I1))� ,
� ���� ����
���	� 
���� ��� ρ̃ ��.���
���� ρ �� �� 	
� ����� �� !������	��� -�/� 7����&��� �� ��.��	��� �� G� �� 
�&�
‖G‖Lp ≤ ‖g‖Lp([0,T+1]×I1×K) �
��� K = �
��(φ)� ,
�������� �� �-��8� ��� ��
!������	��� -�� �� -�- ������� 	� 	
� &�����	� �&������ ρ� ρ̃� 	� 	
� ����	�&� ����	��	
T + 1 ��� 	� 	
� ������	 I1� �� 
�&�

‖ρ‖W s,p([0,T ]×I) ≤ C‖g‖Lp([0,T+1]×J,W s,p(K)),

�
��� C > 0� J ������	 �� R
N �
��
 ���� ������ �� T � s, p ��� �� 	
� �
����	�

	
� �
� ��� '����
�	� ����� �� a� a−1 ��� φ� ,
����� ��/ �� ���&���
�

� 
�� ���� p = 1

��� ��
�����
� �� ������� ���

%� �� ���
�� 	
�	 f ��	��.�� ����� ��	
 g �� L1
loc(R

+
t × Rx,W

s,1
loc (Rv))� �
��� s < 1�

	
��� �� ,
����� ��/� ��� &�����	� �&����� �� f �� �� W s,1
loc (R+

t × Rx)� *
	� �� ��

--



���
�� 	
�	 g �� �� L1
loc(R

+
t ×Rx,W

1,1
loc (Rv))� ��� �� ��	��� �� ��	���	��� �� 	
� *)

���� �� &�����	� �&������ �� f �� 	
� L1
t,xW

1,1
v ���� �� gJ ,
� ��������� �������	���

���&�� 	
�	 � !������@2	��� ����
���	� �� L2 ���=	 
���� ���� �� ���=	 ��	���	� 	
�
L2 ���� �� 	
� &�����	� �&����� �� f �� 	
� L1

t,xW
1,1
v ���� �� g� 5 ���	����� �����

BV (R2) �� ���	��
�
��� �������� �� L2(R2) ����  5(!"� ,
����� /�1$�� 	
� ������
	� 	
� ���&� �
��	��� �� ���

����������� ���� ����� �0���� � 
����� (gε) �
 C
∞ 
��������� ���
����� �������

�� L1(R+× R,W 1,1(R)) ��� ����� �0���� φ ∈ C∞
c (R) ���� ���� ��� L2 ���� �
 ρε�

��� �������� �����
�� ���������� �� φ �
 ��� �������� fε �
 ����,� ���� gε �� ������
����� �� ��� ������� ����!�������� �� ε�

-���
 � '�	 χ ∈ C∞
c (R2) �
�
 	
�	 �
�� χ ⊂ [−1, 1]2� χ ≥ 0� ���

∫
R2 χ = 1� '�	

t0 ≥ 1� (�� ��� ε > 0� ��	 
� ��	 χε(t, x) = 1
ε2χ( t−t0

ε
, x

ε
)� ,
���

∫
R2 χε = 1� 7����&���

�� ψ ∈ L1
loc(R

2)� 	
��� χε ∗ ψ → ψ̃ �� L1
loc� �
��� ψ̃(t, x) = ψ(t− t0, x)�

'�	 h ∈ C∞
c (R)� h(v) = 1, ∀v ∈ [−1, 1]� ��� �
�� h ⊂ [−2, 2]� '�	 
� �������� 	
�

��������� ������ �� ��
��� 	���� �

gε(t, x, v) = χε(t, x)h(v).

∀ε > 0� gε ∈ C∞
c (R+× R × R)

)
��� 	
� ���� �� gε �� L1(R+

t × Rx,W
1,1(Rv)) ����

��	 ������ �� ε�
'�	 
� 	��� φ ∈ C∞

c (R) �
�
 	
�	 φ(v) = 1� ∀v ∈ [−2, 2]� ,
� &�����	� �&�����
�������	�� 	� φ �� 	
� ���
	��� fε �� ����-� ��	
 gε �� ��
��� 	��� �� ��&�� ��

ρε(t, x) =

∫ t

0

∫
R

gε

(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)
1

t−τ
dzdτ

=

∫ T

0

∫
R

χε(τ, z)1{t−τ≥0}h(x−z
t−τ

1
t−τ

dzdτ

= χε ∗ Φ(t, x)

�
��� Φ(t, x) = 1{t≥0}h(x
t
)1

t
� Φ ∈ L1

loc(R
2)� 	
������� ρε → Φ̃ �� L1

loc� *
	� ��� ���
������ ��� 	
�	 Φ /∈ L2

loc(R
2)� ,

�� 	
� L2 ���� �� ρε ���=	 �� ��
���� �������2

���	�� �� ε�
�

��� � ������ �������

,
� .��	 ������� ��������� �� 	
� ���&��
� ���	��� ������	�� 	� �
���� � ������
�� ��
��� 	���� (gε) �
��
 �������
�� � 6���� ���� �� 	
� 	��2����������� (t, x)

-/



������ �
�� 	
� ����	�� ��
�	��� ����� ����� ���� � ������&�	��� ��� ��	
 ��	����
�����	���� 	
� ��
��� 	��� g �� � 9���� ����
�� �
��
 ���=	 ������	��	� �� ��	� ��
<�
����? ��������� ���� 	
�� 1� %������ g ��	��.��

sup
R>0

g (BR(t, x) × R)

R
< +∞,

��� �����	 �&��� (t, x) ∈ (0,+∞)×R� *
	� �&�� �� 	
�� ���	��	� �� ���=	 ��	��� ��
��	���	��� �� 	
� BV ���� �� &�����	� �&������ �� 	
� L1

t,xBVv ���� �� 	
� ��
���
	���� �� 	
� ��������� �������	��� �
����

����������� ���� ����� �0���� � 
����� (gε) �
 C
∞ 
��������� ���
����� �������

�� L1(R+
t × Rx, BV (Rv))� ���� ���� 
�� ������ ����� (t, x) ∈ (0,+∞) × R�

∃C > 0, sup
R>0

1

R

∫
BR(t,x)

∫
R

|gε(τ, y, v)|dvdydτ ≤ C,

��� ����� �0���� φ ∈ C∞
c (R) ���� ���� ��� BV ���� �
 ρε� ��� �������� �����
�

���������� �� φ �
 ��� �������� fε �
 ����,� ���� gε �� ������ ����� �� ��� �������
����!�������� �
 ε�

-���
 � '�	 σ ≥ 0� '�	 χ ∈ C∞
c (R) �
�
 	
�	 �
�� χ ⊂ [−1, 1]� χ ≥ 0 ���

∫
χ = 1�

'�	 
� ��	 χε(·) := 1
ε
χ( ·

ε
)� '�	 h �� 	
� ������	�� �
��	��� �� 	
� ��	��&�� [σ−1, σ+1]

��� ��	 
� ��	 hε := h ∗ χε� ,
��� hε → h �� L1 ��� ‖hε‖L1 ≤ ‖h‖L1� �� ��������
	
� ������ (gε) ��.��� ��

gε(t, x, v) = χε(x− σt)hε(v), ∀(t, x, v) ∈ R
+× R

2.

∀ε > 0� gε ∈ C∞(R+×R
2)� (�� ��� T ∈ (0,+∞)� I ������	 �� R� ‖gε‖L1([0,T ]×R,BV (R))

�� 
�������� ��
���� �� ε� (�� ���� (t, x) ∈ (0,+∞) × R� ∃C > 0 �
�
 	
�	

1

R

∫
BR(t,x)

∫
R

|gε(τ, y, v)|dvdydτ ≤ C, ∀R > 0.

'�	 fε �� 	
� ���
	��� �� ����-� ��	
 gε �� ��
��� 	���� '�	 φ ∈ C∞
c (R) �
�
 	
�	

φ ≡ 1 �� [σ − 2, σ + 2] ��� ��	 ρε �� 	
� &�����	� �&����� �� fε �������	�� 	� φ ��
���1�� ,
��� ∀(t, x) ∈ R

+ × R�

ρε(t, x) =

∫ t

0

∫
R

gε

(
τ, z, x−z

t−τ

)
φ
(

x−z
t−τ

)
1

t−τ
dzdτ

=

∫ t

0

∫
R

χε(z − στ)hε

(
x−z
t−τ

)
1

t−τ
dzdτ =

∫ t

0

∫
R

χε(z)hε

(
x−z−στ

t−τ

)
1

t−τ
dzdτ.
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,
� ���
���� (ρε) ���&����� �� L1
loc 	� ρ ��.��� ��

ρ(t, x) :=

∫ t

0

h(x−στ
t−τ

)
dτ

t− τ
, ∀(t, x) ∈ R

+× R.

%������ ��� ��� T ∈ (0,+∞)�∫ T

0

∫
R

|ρε − ρ| ≤
∫ T

0

∫
R

∫ t

0

∣∣∣∣
∫

R

χε(z)hε

(
x−z−στ

t−τ

)
dz

t−τ
− h

(
x−στ
t−τ

)
1

t−τ

∣∣∣∣dτdxdt
=

∫ T

0

∫
R

∫ t

0

∣∣∣∣
∫

R

χε(z)
[
hε

(
x−z−στ

t−τ

)− h
(

x−στ
t−τ

) ]
dz

t−τ

∣∣∣∣dτdxdt,
�����

∫
χε = 1� ,

��∫ T

0

∫
R

|ρε − ρ| ≤
∫ T

0

∫
R

∫ t

0

∣∣∣∣
∫

R

χε(z)
[
h
(

x−z−στ
t−τ

)− h
(

x−στ
t−τ

)]
dz

t−τ

∣∣∣∣dτdxdt
+ ‖χε‖∞

∫ T

0

∫ T

0

∫
R

[∫
R

∣∣∣hε

(
x−z−στ

t−τ

)− h
(

x−z−στ
t−τ

)∣∣∣ dx
t−τ

]
dzdτdt.

,
� .��	 	��� 	���� 	� 0 �� 	
� ������	�� ���&������� 	
����� ��� ����� 	
�
�
��	��� x �→ h

(
x−στ
t−τ

)
1

t−τ
�� �� L1 ��� ��� τ < t ��� �	� L1 ���� ���� ��	 ������

�� t, τ � ,
� ������ 	��� ���� 	���� 	� 0� ����� 
���� 	
� ������	�� ���&�������
	
����� ��� 	
� ���&������� �� L1 �� (hε) 	� h� *
	� 	
� ����	 ρ �� (ρε) �� ��	 ��
BVloc(R

+× R)� %������ ����� x−στ
t−τ

∈ [τ − 1, τ + 1] ⇔ |x− σt| ≤ (t− τ)� 	
��

ρ(t, x) =

∫ t−|x−σt|

0

dτ

t− τ
= ln t− ln |x− σt| /∈ BVloc(R

+× R).

,
�������� 	
� BV ���� �� (ρε) ���=	 �� ��
���� ����������	�� �� ε�
�

��� ���� ������� !
��� ���"
���
�

�� ���
�� �� 	
�� ���	��� 	
�	 	
� ����&�	�&� �� v �� g� ∂vg� �� � 9���� ����
��
�� R

+× R
2 ��� �� ��	�����
 ���� ���� !������@2	��� ����
���	� �� 	
� ����� 	
�	�

���	��� �� 	
� L2 ����� �� ��	���	� 	
� L2,∞ ���� �� 	
� &�����	� �&������� *�����
�	�	��� 	
� ���
�	� ��	 
� ������ ���� 
���
� ���	� ���
	 	
� '����	� ����� L2,∞(R2)
����� ������ ���� L2 ������� �� ����� 	�  <" ��� �
�	
�� ��	���� ��� �������

'�	 f : R
2 → R� ,
� ���	���
	��� �
��	��� �� ρ �� ��.��� ��

λf(α) = L2
({
x ∈ R

2
∣∣ |f(x)| > α

})
, ∀α > 0,
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,
� ���2���������� ������������	 f ∗ �� f �� ��&�� ��

f ∗(y) = inf
{
α > 0 | λf(α) ≤ y

}
.

,
� '����	� ����� L2,∞(R2) �� 	
� ����� �� �
��	���� f �
�
 	
�	

‖f‖∗2,∞ := sup
y>0

(
y1/2f ∗(y)

)
< +∞.

,
�� �
��	�	� ���� ��.��� � �
���2���� �� L2,∞� �
	 �	 �� �������� 	� ��.�� � ����
�� L2,∞� ����	�� �� ‖ · ‖2,∞� �
��
 ��	��.��

‖f‖∗2,∞ ≤ ‖f‖2,∞ ≤ 2‖f‖∗2,∞, ∀f ∈ L2,∞(R2). �/���

!��������� 	
�� ���� �� ��.��� �� 	
� ��������� ��� � ��	 
� ��.�� ∀y > 0�

f ∗∗(y) = sup
E⊂R2,L2(E)≥y

1

L2(E)

∫
E

|f |,

	
� ���� ‖ · ‖2,∞ �� ��&�� �� ‖f‖2,∞ := ‖f ∗∗‖∗2,∞� ∀f ∈ L2,∞(R2)�
(�� ��� �
���	 Ω �� R

2� L2,∞(Ω) �� ��.��� �� 	
� ���� ��� � 	
� ��.��	��� �� 	
�
���	���
	��� �
��	��� λf �� � �
��	��� f ��.��� �� Ω �� �������� ��

λf (α) = L2
({
x ∈ Ω

∣∣ |f(x)| > α
})
, ∀α > 0,

��� 	
� sup �� 	
� ��.��	��� �� f ∗∗ �� 	���� �&�� ��� E ⊂ Ω�

'�	 
� ���	��� ���� ������	���� �
��
 ���� �� 
���
� �� 	
� ���������� (���	� �� 
�&�

‖f‖∗2,∞ = sup
y>0

(
y1/2f ∗(y)

)
= sup

α>0

(
α
[
λf(α)

]1/2
)
, ∀f ∈ L2,∞(R2). �/�-�

0�������� �� 
�&��
∀y > 0, f ∗(y) ≤ f ∗∗(y) �/�/�

���
(f ∗∗)∗ = f ∗∗. �/�1�

,
� ���	 ���	 ����� ���� 	
� ������	� �� f ∗∗ 	� �� ���2����	�&� ��� ���2�����������
'�	 
� ������ 	
�	 ���� 	
� 	�� ���	 ������	���� ��� ��� ��	��� ������ 	
� .��	 ��2
��
���	� �� �/����

-���
 �
 ������� ��" � '�	 
� ���
�� 	
�	 g ∈ C∞(R+×R
2) ��� φ ∈ C∞

c (R)� 	
���
�� �� 	
� ����� �� !������	��� -�-� ρ ∈ V(f) �������	�� 	� φ �� ���1� �� ��&�� ��

ρ(t, x) =

∫ t

0

∫
R

g
(
τ, z, a−1

(
x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

)) 1

t− τ
dzdτ.

-#



'�	 
� .� y > 0� *� �/�/��

ρ∗(y) ≤ ρ∗∗(y) = sup
E⊂R

+×R

y≤L2(E)<+∞

1

L2(E)

∫
E

|ρ(t, x)|dtdx.

(�� ��� E ⊂ R
+× R �
�
 	
�	 y ≤ L2(E) < +∞�

1

L2(E)

∫
E

|ρ(t, x)|dtdx

≤ 1

L2(E)

∫
E

∫ T

0

∫
R

∣∣∣∣∣g (τ, z, a−1
(

x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

)) 1

t− τ

∣∣∣∣∣ dzdτdtdx
=

∫ T

0

∫
R

[
1

L2(E)

∫
E

∣∣∣∣∣g (τ, z, a−1
(

x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

)) 1

t− τ

∣∣∣∣∣ dtdx
]
dzdτ.

'�	 
� �
�� 	
�	 	
� �
��	���

Ψ(t, x) =

∣∣∣∣∣g (τ, z, a−1
(

x−z
t−τ

)) φ (a−1
(

x−z
t−τ

))
a′
(
a−1

(
x−z
t−τ

)) 1

t− τ

∣∣∣∣∣
�� �� L2,∞(R+× R) ��� ��� (τ, z) ∈ [0, T ] × R�
0���� BV (R) �� ���	��
�
��� �������� �� L∞(R)� 	
�� 	
��� ����	� C > 0 �
�
 	
�	
‖g(τ, z, ·)‖∞ ≤ C‖g(τ, z, ·)‖BV � ��� ��� (τ, z) ∈ [0, T ] × R�
'�	 K := �
�� φ� '�	 M > 0 �
�
 	
�	 a(K) ⊂ [−M,M ]� 	
�� φ

((
a−1(x−z

t−τ
)
))

= 0
�� ���� �� |x − z| > M |t − τ |� ,
�������� ��� 
�&� 	� 	��� ��	� ����
�	 ���� 	
�
����	� (t, x) �
�
 	
�	 |x− z| ≤M |t− τ | ��� ��� 	
��� ����	�� �� 
�&�

1

|t− τ | ≤
√
M2 + 1

(|x− z|2 + |t− τ |2)1/2
.

<�����

0 ≤ Ψ(t, x) ≤ C
‖g(τ, z, ·)‖∞‖ φ

a′‖∞
(|x− z|2 + |t− τ |2)1/2

���� ∀α > 0�

{
(t, x) |Ψ(t, x) ≥ α

} ⊂
{

(t, x) | (|x− z|2 + |t− τ |2)1/2 ≤ C
α
‖g(τ, z, ·)‖∞

∥∥ φ
a′
∥∥
∞

}
.

,

��

λΨ(α) ≤ C

α2
‖g(τ, z, ·)‖2

∞
∥∥ φ

a′
∥∥2

∞ .

-$



,
��� �� �/�-�� Ψ ∈ L2,∞(R+× R) ���

‖Ψ‖∗2,∞ ≤ C ‖g(τ, z, ·)‖∞
∥∥ φ

a′
∥∥
∞ ≤ C ‖g(τ, z, ·)‖BV

∥∥ φ
a′
∥∥
∞ . �/�8�

(�� ��� E ⊂ R
+× R �
�
 	
�	 y ≤ L2(E) <∞�

1

L2(E)

∫
E

Ψ(t, x)dtdx ≤ Ψ∗∗(y). �/�#�

0���� Ψ ∈ L2,∞(R+× R)� 	
��� �� �/��� ��� �/�1�� ∀y > 0�

y1/2Ψ∗∗(y) ≤ ‖Ψ‖2,∞ ≤ 2‖Ψ‖∗2,∞. �/�$�

,
�������� �� �/�#� ��� �/�$�� ��� ��� y > 0� ��� ��� E ⊂ R
+ × R �
�
 	
�	

y ≤ L2(E) < +∞�

1

L2(E)

∫
E

|ρ(t, x)|dtdx ≤ Cy−1/2
∥∥ φ

a′
∥∥
∞

∫ T

0

∫
R

‖g(τ, z, ·)‖BV dzdτ

= Cy−1/2
∥∥ φ

a′
∥∥
∞ ‖g‖L1

t,xBVv
.

<����� ��� ��� y > 0� y1/2ρ∗(y) ≤ C‖ φ
a′‖∞‖g‖L1

t,xBVv
��� ������ �� ���&�� �
�� g ��

C∞�

B��� ��	 g ∈ L1(R+
t × Rx, BV (Rv)) ��� φ ∈ C∞

c (R)� '�	 f ∈ L1(R+× R
2) �� 	
�

���
	��� �� ����� ��� ρ ∈ V(f) �������	�� 	� φ �� ���1�� '�	 ξ ∈ C∞
c (R3) �
�
 	
�	

�
�� ξ ⊂ [−1, 1]3� ξ ≥ 0 ���
∫
ξ = 1� '�	 
� ��	 ξn := n3ξ(n ·) ��� gn := ξn ∗ g�

∀n ∈ N� �
��� g �� ��	����� �� 0 �� (−∞, 0)×R
2� ,
��� gn → g �� L1(R2, BV (R))

��� ‖gn‖L1
t,xBVv

≤ C‖g‖L1
t,xBVv

� (�� ��� n ∈ N� ��	 fn �� 	
� ���
	��� �� ����� ��	
 gn

�� ��
��� 	���� ��� ��	 ρn ∈ V(fn) �������	�� 	� φ� H� 	� � �
����
����� fn ������
ρn� ���&����� 	� f ������ ρ� �� 	
� ����� �� ���	���
	���� ��� ��������� �	 	
� ��� ��
	
� ����� �� !������	��� -���� 0���� gn �� �� C∞(R3)� 	
��

‖ρn‖∗2,∞ ≤ C‖gn‖L1
t,xBVv

≤ C‖g‖L1
t,xBVv

.

,
�������� (ρn) �� ��
���� �� L2,∞(R+× R) ��� 	
� ����	 ρ �� �� L2,∞(R+× R)�
7����&��� �� 	
� ����� �������	��
�	� �� 	
� ���� ‖ · ‖2,∞ ��� �� �/��� �� 
�&�

‖ρ‖∗2,∞ ≤ ‖ρ‖2,∞ ≤ ‖ρn‖2,∞ ≤ C‖ρn‖∗2,∞ ≤ C‖g‖L1
t,xBVv

.

,
����� ��1 �� ���&���
�
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