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Einleitung

Positive Krummung impliziert nichttriviale Topologie. Diese Tatsache erklart,
weshalb in der Globalen Riemannschen Geometrie bei der Untersuchung der Zu-
sammenhange zwischen geometrischen Eigenschaften Riemannscher Mannigfaltig-
keiten und deren globaler topologischer Gestalt das Studium positiv gekrimmter
Raume insbesondere im Hinblick auf Klassifikations- und Endlichkeitsresultate
stets von besonderem Interesse gewesen ist. Das Wechselspiel von Topologie, posi-
tiven Krimmungsgrofien und Endlichkeitsaussagen 1afit sich bereits am klassischen
Satz von Gaufl und Bonnet illustrieren, denn nach diesem ist einerseits unter allen
orientierbaren geschlossenen Flachen die Sphare die einzige Flache, die eine Metrik
mit durchweg positiver Gaufl-Kriimmung tragen kann, und andererseits ist fiir jede
Riemannsche Metrik auf einer einfach zusammenhangenden geschlossenen Flache

das Integral ihrer Gaufischen Kriimmung immer positiv.

Welche topologischen Restriktionen ergeben sich aus der Existenz von Metri-
ken mit positiver Schnitt- oder Ricci-Kriimmung? Auf welchen Mannigfaltigkeiten
existieren solche Metriken, und welche geometrisch-topologischen Endlichkeitsaus-
sagen gelten fiir die unterliegenden Raume? Fihren topologische Eigenschaften
einer positiv gekrimmten Mannigfaltigkeit zu Implikationen fiir Invarianten der
Riemannschen Metrik und daraus wiederum zu Konsequenzen fiir die Topologie?

Diese Fragestellungen bilden die Leitmotive der vorliegenden Schrift, welche
auf einzeln und in Zusammenarbeit verfafiten Arbeiten des Autors zu dieser wie
auch allgemeinerer Thematik aufbaut und unter diesem Aspekt kombiniert.

Die nachstehenden Teile dieses einleitenden Kapitels geben einen Uberblick
iiber die in der vorliegenden Arbeit behandelten Resultate und beinhalten eine
die Endlichkeitssatze der Riemannschen Geometrie einschliefende Darstellung der

Ergebnisse zu den Beziehungen zwischen positiver Krimmung und Topologie.



Zur Herleitung nichttrivialer Beziehungen zwischen Krimmung und Topologie ist
es erforderlich, Riemannsche Mannigfaltigkeiten stets als im Sinne des Satzes von
Hopf und Rinow vollstindig anzunehmen, denn ohne diese Annahme gibt es nach
Gromov auf jeder glatten nichtkompakten Mannigfaltigkeit Riemannsche Metriken
mit rein positiver wie zudem auch mit rein negativer Schnittkrimmung. Diese

Konvention versteht sich in der vorliegenden Schrift als stillschweigend getroffen.

Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit positiver Schnittkrimmung bestehen
zunachst die zwei grundsatzlichen Moglichkeiten, dafl entweder das Infimum ihrer
Schnittkrimmungen positiv ist oder nicht. Im letzteren Fall ist nach dem Seelen-
satz von Cheeger-Gromoll-Meyer die Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einem Eukli-
dischen Raum, so dafl es im Hinblick auf topologische Fragestellungen gentigt, sich
im weiteren auf den ersten Fall zu beschranken. In diesem ist die Mannigfaltigkeit
nach dem Satz von Bonnet und Myers kompakt und bis auf eine isometrische
Wirkung einer endlichen Gruppe durch ihre ebenfalls kompakte Riemannsche uni-
verselle Uberlagerung bestimmt. Gleiches gilt unter der schwacheren Vorausset-
zung einer strikt positiven unteren Schranke fiir die Ricci-Krimmung. Dartiber
hinaus besitzt nach Synge (siehe [Sy]) die Fundamentalgruppe einer gerade-
dimensionalen Mannigfaltigkeit positiver Schnittkrimmung zudem hochstens die
Ordnung 2. Bis auf spezielle weitere die Fundamentalgruppen betreffende Frage-
stellungen (siehe dazu die Arbeiten von Shankar ([Sha]) und Wu ([Wu2]) sowie die
darin enthaltenen Referenzen) reicht es fiir das Studium von Mannigfaltigkeiten
mit positiver Schnitt- oder Ricci-Kriimmung daher stets aus, nur den kompakten
einfach zusammenhangenden Fall zu betrachten.

Wiéhrend nach Hamilton (siehe [Ha]) jede kompakte einfach zusammenhén-
gende dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Metrik positiver Ricci-Krim-
mung diffeomorph zur 3-Sphare ist, sind topologische Hindernisse fiir die Existenz
von Riemannschen Metriken mit positiver Schnitt- oder Ricci-Krimmung auf kom-
pakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten einer Dimension > 4 so
gut wie unbekannt. Die bisher einzigen allgemeinen (das heifit im Gegensatz zur
bei Pinching-Satzen vorliegenden Situation nicht gleich in Klassifikationsaussagen
resultierenden) Obstruktionen ergeben sich entweder aus Gromovs Bettizahlensatz
(siehe [G3], 1981) oder den spin-geometrischen Verschwindungssétzen von Lich-
nerowicz und Hitchin fiir topologische Geschlechter wie Hirzebruchs A-Geschlecht
oder Hitchins a-Invariante (siehe [Li], 1963, [Hi], 1974, sowie [Ros|, [G7], [St]).
Diese Resultate gelten jedoch bereits unter den schwacheren Voraussetzungen der
Nichtnegativitat der Schnitt- beziehungsweise der Positivitat der Skalarkrimmung
und liefern damit keine Aussagen, die genuin auf Mannigfaltigkeiten mit positiver

Schnittkrimmung zutrafen.



So sind auch die auf Hopf und Yau zuriickgehenden Fragen, ob es auf Produk-
ten kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten positiver Schnitt-
krimmung keine positiv gekriimmten Metriken geben kann, beziehungsweise ob
kompakte einfach zusammenhangende nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten
stets auch Metriken mit positiver Schnittkrimmung tragen, bis dato ungelost.

Angesichts der Tatsache fehlender Obstruktionen ist es umso erstaunlicher,
daB man im Gegensatz zur Situation positiver Ricci-Kriimmung bis heute nur
sehr wenige Beipiele kompakter einfach zusammenhéngender Mannigfaltigkeiten
mit positiver Schnittkrimmung kennt. Diese sind gegeben durch

e Die kompakten symmetrischen Raume vom Rang 1:

S™. CP™, HP™ und CaP?;

e Bergers normal homogene Riume ([Be3], 1961):

B” = Sp(2)/SU(2) und B = SU(5)/(Sp(2) xz, S*) ;

e Wallachs Fahnenmannigfaltigkeiten ([Wa], 1972):
F%=SU(3)/T?, F™ =Sp(3)/(SU(2))°, F* =Fy/Spin(8) ;

e Eschenburgs ”getwistete Fahne” ([E2], 1984):
E® =T?\SU(3) ;

e Aloff und Wallachs homogene Raume ([AW], 1975):
M, =SU(@3)/S}

a7
e Eschenburgs ([E1], 1982, siehe ferner [E2], [E5]) und Bazaikins ([Bas|, 1996)

inhomogene Biquotienten:

E;Z,q,k,l = Sjl),q,k,l\SU(?)) und le)?q,k,l,r = S;,q,k,l,r\U@)/(Sp@) X Sl) .

Insbesondere sind nur in Dimension 7 und Dimension 13 unendliche Beispiel-
serien kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten mit Metriken
positiver Schnittkrimmung bekannt, und ab Dimension 25 kennt man an solchen
Beispielen bis heute nur die kompakten symmetrischen Raume vom Rang 1, und
in ungerader Dimension > 25 damit nur noch die Sphéren !
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Dieser Sachverhalt steht in krassem Gegensatz zu der Tatsache, dal aufgrund
der Konstruktion Shas und Yangs von Metriken positiver Ricci-Krimmung auf
zusammenhangenden Summen M jk ' einer beliebigen Anzahl j von Kopien von
Sk x St k,1 > 2 (siehe [SY]) andererseits wohlbekannt ist, daf in jeder Di-
mension m > 4 unendliche Beispielserien paarweise nicht homotopieaquivalenter
kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten mit positiver Ricci-
Krimmung existieren. Geeignete unendliche Folgen von Eschenburg-Raumen und
deren Produkte mit Spharen entsprechender Kodimension zeigen ferner, dafl es
in Dimension 7 und jeder Dimension m > 9 unendliche Folgen kompakter ein-
fach zusammenhédngender Riemannscher Mannigfaltigkeiten mit positiver Ricci-
Kriimmung und wechselseitig verschiedenem Homotopietyp gibt, die zudem sogar
eine Piching-Bedingung der Form Ricc > 6 > 0, K < 1 (siehe unten) erfiillen.

Wihrend die von Berger Anfang der sechziger Jahre begonnene und von
Wallach und Aloff-Wallach fortgefiihrte Klassifikation der Riemannsch homoge-
nen kompakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten positiver Schnitt-
krimmung 1976 von Berard Bergery mit dem Ergebnis abgeschlossen wurde,
daf} die kompakten symmetrischen Raume vom Rang 1 sowie Bergers Beispiele,
die Fahnenmannigfaltigkeiten Wallachs und die Aloff-Wallach-Raume die einzi-
gen solchen Mannigfaltigkeiten sind (siehe [Be3], [Wa|, [AW], [B1], und fiir die
speziellere Klassifikation der normal homogenen positiv gekrimmten Raume von
Berger, korrigiert durch Wilking, die Arbeiten [Be3], [Wi]), ist eine allgemeine
Klassifikation aller kompakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten,

auf denen Metriken mit positiver Schnittkrimmung existieren, nicht in Sicht.

In den bis heute fortdauernden Unterfangen, den topologischen Typ positiv
gekrimmter Mannnigfaltigkeiten allgemeiner Dimension anstelle nur des Vorzei-
chens der Krimmung durch zusatzliche Voraussetzungen an deren Geometrie zu
kontrollieren oder gar zu charakterisieren, gab es dahingegen bereits um 1960
in Bezug auf die in diesem Zusammenhang wichtigste Invariante einer positiv
gekrimmten Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigeit, die Pinching-Konstante,
definiert als das Verhéltnis von Minimum und (meist zu Eins normiertem) Maxi-
mum der von der Metrik angenommenen Schnittkriimmungen, grundlegende neue
Ergebnisse. In diesem Zeitraum gelangten Berger und Klingenberg in den Ar-
beiten [KI1], [Bel], [Be2|, [KI2|, [KI3] (zu der letztgenannten Arbeit vergleiche
auch [CGr2], [KS1] sowie die Diskussion in [AM3]) in Verallgemeinerung fritherer
Ergebnisse von Rauch (siehe [Ra]) zu folgendem Resultat:
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Eine kompakte m-dimensionale einfach zusammenhangende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Schnittkrimmung 0 < 6 < K < 1 ist fiir § > 1/4 hom6omorph
zur Sphare S™, und fiir § > 1/4 entweder homGéomorph zu S™ oder isometrisch
zu CP™/2, HP™/*, oder CalP?.

Spatestens seit Anfang der achtziger Jahre war jedoch bekannt, dafl eine all-
gemeine Klassifikation positiv gekriimmter einfach zusammenhangender Mannig-
faltigkeiten bis auf endlich viele Moglichkeiten iiber deren Pinching-Konstanten
unmoglich ist, denn aus den Arbeiten von Huang und Eschenburg sowie Piittmann
folgt (siehe [Hua], [E1], [Pii], und fiir weitere Ergebnisse zu Pinching-Konstanten
Eliasson ([El]), Heintze ([H]) und Valiev ([Va])), da8 fiir hinreichend kleine Werte
der Pinching-Konstanten § (nach [Pii] fir § < 1/37) unter den Aloff-Wallach—,
Eschenburg— und Bazaikin-Raumen unendliche Folgen von paarweise nichtdiffeo-
morphen, doch uniform Jd-gepinchten Mannigfaltigkeiten existieren.

Das in seinen verschiedenen Teilen auch als Topologischer Spharensatz von
Berger-Klingenberg beziehungsweise Bergerscher Starrheitssatz bezeichnete obige
Resultat warf bei Erscheinen jedoch zunachst die naheliegende Frage auf, ob es
in diesem Sinne nicht direkt auf kleinere Pinching-Werte verallgemeinerbar sein
konnte. Aufgrund der fundamentalen Rolle, die die von Klingenberg angegebenen
uniformen Injektivitatsradius-Abschatzungen im Beweis dieser Ergebnisse gespielt
hatten, galt dabei der Untersuchung dieser Problematik besonderes Interesse.

Der Injektivitatsradius einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist definierbar
als die grofite reelle Zahl, fiir die sich je zwei Punkte in der Mannigfaltigkeit,
deren Abstand kleiner als diese Zahl ist, durch eine eindeutige kiirzeste Geodati-
sche miteinander verbinden lassen. Insbesondere ist jeder offene Ball in der Man-
nigfaltigkeit, dessen Radius kleiner als der Injektivitatsradius ist, diffeomorph zu
einem Euklidischen Raum. Untere Schranken fiir den Injektivitatsradius einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit beschranken also auch die Komplexitat der Topologie
der Mannigfaltigkeit. Dies gilt insbesondere im kompakten Fall, denn hier ist der
Injektivitatsradius stets positiv und die Mannigfaltigkeit 1a3t sich somit durch eine
endliche Anzahl von kontrahierbaren Ballen iiberdecken.

Die fiir neue Spharensatze erforderliche Losung des Problems, untere Schran-
ken fiir den Injektivitatsradius kompakter einfach zusammenhangender Mannig-
faltigkeiten positiver Kriimmung zu finden, die nur von der Pinching-Konstanten
und/oder der Dimension der Mannigfaltigkeit, aber nicht von der speziellen Metrik
oder Mannigfaltigkeit selbst abhingen, erwies sich jedoch als auflerst schwierig.
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Bereits 1962 demonstrierte Berger anhand der Stauchung der kanonischen
Metrik auf dem Totalraum der Hopf-Faserung S — S? lings deren Orbiten, daf3
solche unteren Schranken, falls iiberhaupt existent, fiir Pinching-Konstanten un-
terhalb von 1/9 selbst bei fester Wahl der Mannigfaltigkeit und im Gegensatz
zu Klingenbergs Ergebnissen im allgemeinen vom speziellen Wert der Pinching-
Konstanten abhéngen (vergleiche [Bed]). Dariiber hinaus zeigt die Existenz un-
endlicher Folgen von uniform positiv gepinchten und paarweise nichtdiffeomorphen
Aloff-Wallach—, Eschenburg— oder Bazaikin—-Raumen in Verbindung mit Cheegers
Endlichkeitssatz (siehe unten), dafl dieses Problem fiir kleine Werte der Pinching-
Konstanten tatsachlich iiberhaupt keine Losung besitzt.

Ausgehend vom ersten diesbeziiglichen Resultat Pogorelovs (vergleiche [Po])
waren bis zum letzten Jahr aus den Arbeiten Klingenbergs ([K11], [KI2]), Burago-
Toponogovs ([BT]), Cheeger-Gromolls ([CGr2]), Klingenberg-Sakais ([KS1]) und
Abresch-Meyers ([AM1]) schliefllich in den folgenden Fillen nur vom Wert der
Pinching-Konstanten § und/oder der Dimension der Mannigfaltigkeit abhangende
untere positive Schranken fiir den Injektivitatsradius einer einfach zusammen-
hangenden m-dimensionalen J-gepinchten beziehungsweise §-Ricci-gepinchten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit bekannt:

e Die Dimension m ist gerade und o > 0 beliebig
(Klingenberg 1959);

(Pogorelov 1946 : m = 2)

e Die Dimension m ist beliebig und § > 1/4 —¢, ¢ ~ 107°
(Abresch-Meyer 1994);

(Klingenberg 1961 : § > 1/4)
(Cheeger-Gromoll, Klingenberg-Sakai 1980 : 6 > 1/4)

e Die Mannigfaltigkeit ist dreidimensional und Ricct > § > 0 beliebig, K <1
(Burago-Toponogov 1973).

Wahrend das Resultat von Burago und Toponogov zeigte, dafl Abschatzungen
fiir den Injektivitatsradius auch unter der Bedingung positiven Ricci-Pinchings exi-
stieren konnten, fiihrte die Abschatzung von Abresch und Meyer insbesondere zu
neuen Sphérensitzen (siehe [AM1], [AM2] sowie [Beb], [Be6], und fiir andersartige
Sphérensétze vor allem Grove-Shiohama ([GrS]) und Micallef-Moore ([MM])).
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Parallel zur Suche nach neuen Injektivitatsradius-Abschatzungen erfuhren der
Topologische Spharensatz und Bergers Starrheitssatz in den Endlichkeitssatzen
der Riemannschen Geometrie zudem noch ganz andere Weiterentwicklungen und

Verallgemeinerungen.

Wahrend der gesamten sechziger Jahre hatte man aufler den Berger-Raumen
keine weiteren Beispiele positiv gekriimmter Mannigfaltigkeiten finden konnen,
doch sprach andererseits aufler dem Satz von Lichnerowicz nichts gegen die Exi-
stenz vieler weiterer Mannigfaltigkeiten mit positiver Schnittkrimmung.

Die Arbeiten Rauchs, Bergers und Klingenbergs hatten demonstriert, dafl
spezielle Krimmungs-Schranken und uniforme Schranken fiir den Injektivitatsra-
dius es erlaubten, den topologischen Typ solcher Mannigfaltigkeiten bis auf endlich
viele Moglichkeiten zu bestimmen. Hier waren diese bekannt und explizit gegeben.
Doch wenn es schon schwierig schien, neue Beispiele positiv gekrimmter Mannig-
faltigkeiten zu konstruieren und es sich deshalb erst recht als kompliziert gestal-
tete, Mannigfaltigkeiten positiver Kriimmung allgemein naher zu charakterisieren,
so lie sich als allererster Schritt in Richtung einer Klassifikation und unabhangig
von ihrer genauen, da unbekannten Gestalt zumindest fragen, unter welchen geo-
metrischen Voraussetzungen, vor allem: unter welchen Pinching-Bedingungen,
eventuell jeweils nur endlich viele solcher Raume existierten.

Im Jahre 1967 veroffentlichte Weinstein (siehe [Wel]) das unter Verwendung
von Klingenbergs Injektivitatsradius-Abschitzung von 1959 erhaltene Ergebnis,
daB fir jedes 0 < § < 1 unter den kompakten Mannigfaltigkeiten einer gegebenen
geraden Dimension, welche eine J-gepinchte Riemannsche Metrik tragen, stets
nur endlich viele verschiedene Homotopietypen auftreten konnen. Ebenfalls unter
Benutzung von Klingenbergs Resultat verschérfte Cheeger (siehe [Chl]) im selben
Jahr Weinsteins Ergebnis zu einer Endlichkeitsaussage fiir Diffeomorphietypen:

In jeder geraden Dimension gibt es fiir jedes 0 < § < 1 bis auf Diffeomorphie nur
endlich viele Mannigfaltigkeiten, auf denen eine d-gepinchte Riemannsche Metrik

existiert.

Weinsteins und Cheegers Resultate gaben den Anstofl zur Entwicklung wei-
terer Endlichkeitssatze. Dabei beschrankte man sich nicht mehr auf Mannig-
faltigkeiten positiver Kriimmung, sondern studierte im folgenden in Kombina-
tion mit (zuvor durch den Satz von Bonnet und Myers automatisch gegebenen)

Durchmesser-Schranken auch allgemeinere Kriimmungsbedingungen.
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Dartiber hinaus untersuchte man die Frage, wann sich untere Schranken fiir
den Injektivitatsradius, die bei Prasenz einer beidseitigen Kriimmungs- und einer
oberen Durchmesserschranke zur Existenz einer unteren Schranke fiir das Volumen
aquivalent sind, durch die im allgemeinen schwachere Voraussetzung einer unteren

positiven Volumenschranke ersetzen lieflen.

Die nachstehende Ubersicht listet die bis 1998 bekannten Endlichkeitssitze
auf, in deren Voraussetzungen nur Schranken an bestimmte Kriimmungsgrofien,

Durchmesser und Volumen eingehen:

1970 verdffentlichte Cheeger das erste allgemeine Resultat dieser Art (siehe
[Ch2]). Ein vollstindiger Beweis des folgenden Satzes findet sich jedoch erst 1984
in einer Arbeit von Peters (siehe [Petl]):

Fiir gegebene m, C, D und V > 0 enthalt die Klasse aller m-dimensionalen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Betrag der Schnittkrimmung
|K| < C, Durchmesser < D und Volumen > V stets nur endlich viele Diffeo-
morphietypen.

1988 erschien von Grove und Petersen (siehe [GrP1]) ein Endlichkeitssatz fir
Homotopietypen, der im Gegensatz zu Cheegers Resultat keine obere Kriimmungs-
schranke benotigt:

Fiir gegebene m, C', D und V > 0 enthalt die Klasse aller m-dimensionalen kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung K > C, Durch-
messer < D und Volumen >V nur endlich viele Homotopietypen.

1990 publizierten Grove, Petersen und Wu (siehe [GrPW]) folgendes Ergebnis:

Fiir gegebene m, C', D und V > 0 enthalt die Klasse aller m-dimensionalen kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung K > C', Durch-
messer < D und Volumen >V fiir m > 4 nur endlich viele Homoomorphietypen,
und fiir m > 5 nur endlich viele Diffeomorphietypen.

Hier ist anzumerken, dafl dieses Resultat keine Aussage iiber den dreidimen-
sionalen Fall macht und fiir Dimension m > 5 nach differentialtopologischen Re-
sultaten von Kirby und Siebenmann (vergleiche [KS]) die Endlichkeit der Diffeo-
morphietypen aus der der Homoomorphietypen folgt.
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Deshalb verschérft das folgende Ergebnis Perelmans von 1991 (siehe [Perl)),
welches tatséchlich sogar allgemeiner auch fiir Alexandrov-Raume gilt (vergleiche
hierzu Satz 1.19 in Kapitel 1), den vorstehend genannten Satz:

Fiir gegebene m, C', D und V > 0 enthalt die Klasse aller m-dimensionalen kom-
pakten Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung K > C, Durch-
messer < D und Volumen >V nur endlich viele Homoomorphietypen.

1991 publizierten Anderson und Cheeger (siehe [AC]) einen Diffeomorphie-
typenendlichkeitssatz, in den Schranken an Ricci- und Totalkrimmung eingehen:

Fiir gegebene m, C, C', D und V > 0 enthélt die Klasse aller m-dimensionalen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit [, |R|™'? < C, |Ricc| < C',
Durchmesser < D und Volumen >V nur endlich viele Diffeomorphietypen.

Allen diesen Satzen ist gemein, dafl sie eine positive untere Schranke fiir
das Volumen benotigen, die Kollaps-Phanonome aussschlieBt. Dafl eine solche
Schranke in samtlichen dieser Resultate notwendig ist, ist bereits am Beispiel einer
Folge von Linsenraumen M,, = S3 /Zy, ersichtlich.

Fir allgemein vorgegebene Klassen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist
die Existenz uniformer Volumenschranken jedoch wenn iiberhaupt, dann oftmals
nur schwer zu etablieren. Der folgende Satz von Gromov nimmt deshalb unter
samtlichen der oben genannten Resultate eine Sonderstellung ein und wurde bei
seinem Erscheinen im Jahre 1981 als Sensation aufgefafit. Gromovs Bettizahlen-
Satz (siehe [G3]) liefert bei unterer Kriitmmungs- und oberer Durchmesserschranke
anstelle von Homoo- oder Diffeomorphietypenendlichkeit zwar “nur” Endlichkeit
der Homologietypen, benotigt dafiir aber keinerlei Volumen-Annahme:

Ist K ein gegebener Kérper und bezeichnet b;(M) = b;(M;K) die Dimension der
i-ten singularen Homologiegruppe H;(M;K) eines topologischen Raumes M iiber
K, so existiert eine Konstante B = B(m) mit folgenden Eigenschaften:

Die totale Bettizahl ¥; b;(M) = dimgH.(M;K) jeder m-dimensionalen kompak-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit nichtnegativer Schnittkriimmung ist
von oben beschrinkt durch B(m), und die totale Bettizahl jeder m-dimensionalen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K > —k? und

Durchmesser < D ist von oben beschrénkt durch B(m)*t+P,
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Nach dieser Darstellung vorangegangener Untersuchungen zu Endlichkeitsaussagen
und den Beziehungen zwischen positiver Kriimmung und Topologie sei nun ein
Uberblick iiber die Gliederung der nachstehenden Teile der vorliegenden Schrift
und einige der dort enthaltenen Resultate gegeben.

Kapitel 1 gibt eine Einfithrung in die von Gromov beziehungsweise Burago-
Gromov-Perelman respektive Cheeger-Gromov initiierten Theorien der Konver-
genz metrischer Raume, der Alexandrov-Raume und der Struktur kollabierter
und kollabierender Riemannscher Mannigfaltigkeiten beschrankter Krimmung.
Spatere Kapitel der Arbeit greifen oftmals auf Ergebnisse dieser Theorien zurick,
welche in der Literatur bislang nur in verstreuter oder teilweise wenig transparenter
und uneinheitlicher Form zu finden sind, und die hier gegebenene systematische
Zusammenschau ist insbesondere auch dazu gedacht, die Lektire der an diese
anschliefenden Teile der Arbeit zu erleichtern.

Kapitel 2 diskutiert die Konstruktion und Eigenschaften positiv gekriimmter
Metriken auf Totalraumen von Faserbiindeln und prasentiert ein Ergebnis von
Gilkey, Park und dem Autor dieser Schrift, das sich im Kontext von Prinzi-
palbiindeln als Umkehrung des Satzes von Bonnet und Myers deuten lafit und
neue Beispielklassen von Mannigfaltigkeiten mit positiver Ricci-Kriimmung und
zudem Invarianzbedingungen erfiillende Metriken liefert:

Satz Ist (M,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Metrik
positiver Ricci-Krimmung, G eine kompakte zusammenhangende Liegruppe und
7w : P — M ein G-Prinzipalbiindel tiiber M, so sind folgende Aussagen aquivalent:

(a) Die Fundamentalgruppe des Totalraumes P ist endlich.
(b) Auf P existiert eine G-invariante Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-
Kriimmung, beziiglich der die Projektion m eine Riemannsche Submersion ist.

Kapitel 3 behandelt einen keine untere Volumenschranke erfordernden Diffeo-
morphietypen-Endlichkeitssatz, der in gemeinsamer Arbeit mit Petrunin entstand
und aus dem sich insbesondere neue Obstruktionen fiir die Existenz unendlicher
Beispielserien von uniform positiv oder Ricci-positiv gepinchten einfach zusam-
menhangenden Mannigfaltigkeiten ergeben:
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Satz Fiir gegebene m, C, und D enthalt die Klasse aller m-dimensionalen kom-
pakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten mit endlicher zweiter Ho-
motopiegruppe, welche eine Riemannsche Metrik mit Schnittkriimmung |K| < C

und Durchmesser < D tragen, nur endlich viele Diffeomorphietypen.

Kapitel 4 behandelt neben einem Endlichkeitsresultat fir Homotopiegruppen
eine Diffeomorphietypen-Endlichkeitsaussage, die zeigt, dal bis Dimension sieben
im oben stehenden Ergebnis die einschneidende Voraussetzung der Endlichkeit der
zweiten Homotopiegruppe unnotig ist und sich in Cheegers Endlichkeitssatz die
untere Volumenschranke durch nur die Bedingung der Trivialitat der Fundamen-
talgruppe ersetzen lafit, und die insbesondere auch erklart, weshalb unendliche
Beispielserien von uniform positiv oder Ricci-positiv gepinchten einfach zusam-

menhangenden Mannigfaltigkeiten erst in dieser Dimension auftreten konnen:

Satz Fiir gegebene C' und D enthalt die Klasse der kompakten einfach zusam-
menhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten der Dimension < 7 mit Schnitt-
kriimmung | K| < C und Durchmesser < D nur endlich viele Diffeomorphietypen.

Kapitel 5 behandelt direkt mit dem Injektivitatsradius positiv gekrimmter
Mannigfaltigkeiten in Zusammenhang stehende Fragen. Neben einem Struktursatz
fiir positiv gekrimmte Mannigfaltigkeiten mit kleinem Injektivitatsradius, aus dem
sich eine qualitative Erklarung und Version der Klingenbergschen Abschétzungen
fiir Mannigfaltigkeiten gerader Dimension ergibt (vergleiche hierzu Seite 66 ff.),
handelt es sich dabei um die folgende, mit Petrunin erarbeitete und den Satz von
Burago-Toponogov auf beliebige Dimension verallgemeinernde Injektivitatsradius-
Abschatzung sowie einen als deren Anwendung gegebenen neuen Spharensatz:

Satz Fiir jedes m und 0 > 0 existieren nur von m und ¢ abhangende positive Kon-
stanten g, so daf} der Injektivitatsradius jeder m-dimensionalen einfach zusam-
menhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeit mit endlicher zweiter Homotopie-
gruppe und Ricc > 6, K <1 von unten durch iy beschrankt ist.

Satz Fiir jedes m und jedes C' existiert eine nur von diesen Groflen abhangende
positive Konstante ¢ = e€(m,C) > 0, so daf fiir jede m-dimensionale Mannig-
faltigkeit M gilt: FExistiert auf M eine vollstandige Riemannsche Metrik mit
Ricc > m — 1, K < C und Durchmesser > m — €, so ist M diffeomorph zu S™.
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Das abschlielende Kapitel 6 diskutiert einen Formalismus, der es gestattet,
Endlichkeitsaspekte aus einer allgemeineren und vereinheitlichenden konvergenz-
theoretischen Sichtweise heraus zu betrachten.
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1. Konvergenz, Alexandrov-Raume und Kollaps

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten der im folgenden benoétigten Begriffe und
Resultate aus den Theorien der Gromov-Hausdorff-Konvergenz metrischer Raume
und Alexandrov-Raume sowie der Strukturtheorie kollabierter Mannigfaltigkeiten
zusammen. Als allgemeine Referenzen zu diesen Themen seien fiir Abschnitt 1 die
Arbeit [Fud] und Monographie [G8], fiir Abschnitt 2 die Arbeit [BGP], und fiir
Abschnitt 3 die Arbeit [CFG] genannt.

Der Abstand zweier Punkte p and ¢ eines metrischen Raumes wird im folgen-
den mit |pg| bezeichnet. Ferner wird die Konvention getroffen, metrische Rdume
stets nur bis auf Isometrie zu betrachten, so dafl also zwischen einem solchen Raum

und seiner Isometrieklasse nicht weiter unterschieden wird.

1. Konvergenz metrischer Raume

Der klassische Hausdorff-Abstand d%(X,Y) zweier Teilmengen X und Y eines
metrischen Raumes Z ist definiert als das Infimum aller positiven Zahlen ¢, fir die
die abgeschlossene e-Umgebung von X sowie die entsprechende Umgebung von Y
sich wechselseitig enthalten. Auf der Klasse Cz aller (nichtleeren) abgeschlossenen
und beschriinkten Teilmengen von Z definiert d% sodann eine Metrik, und falls Z
kompakt oder vollstéindig ist, gilt dasselbe fiir (Cz,d%).

Dieser Abstandsbegriff fiir Teilmengen eines fest vorgegebenen metrischen
Raumes wurde von Gromov in [G2] verallgemeinert wie folgt:

1.1. Definition Der (Gromov-)Hausdorff-Abstand dg(X,Y) zweier metrischer
Raume X undY ist erkldart als die grofite untere Schranke der Hausdorff-Abstande
d%4(X,Y), wobei Z die disjunkte Vereinigung von X und Y bezeichnet und das
Infimum uber alle Metriken auf Z gebildet wird, welche die Metriken auf X und
auf Y fortsetzen.
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Versehen mit dem Hausdorff-Abstand dgy ist die Menge M (der Isometrie-
klassen) aller kompakten metrischen Radume ein vollstdndiger und separabler me-
trischer Raum.

Eine Teilfamilie S € M kompakter metrischer Raume heif3t gleichmajfig kom-
pakt, falls ein D > 0 existiert, so dafl der Durchmesser aller X € § von oben durch
D beschrankt ist, und ferner fiir jedes € > 0 ein N = N(e) existiert, so daf§ sich
jedes X € § durch hochstens N abgeschlossene e-Bélle iiberdecken 1afit.

Nach Gromovs Kompaktheitskriterium (siehe [G2], [G8]) sind gleichmaBig
kompakte Teilmengen von M prakompakt beziiglich dg: Jede in einer gleichmaflig
kompakten Teilmenge von M enthaltene Folge metrischer Raume enthalt eine
Hausdorff-konvergente Teilfolge. Aus dem Kompaktheitskriterium und der Bishop-
Gromov-Ungleichung folgt (vergleiche [G8]) Gromovs Prakompaktheitssatz:

1.2. Satz Fiir gegebene m, k und D ist die Klasse Sy, (k, D) aller m-dimensionalen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Durchmesser < D und Ricci-
Kriimmung Ricc > (m—1)k beziiglich des Hausdorff-Abstandes dg in M préikom-
pakt.

1.3. Definition Der Lipschitz-Abstand dr(X,Y) zweier metrischer Raume X
und Y st definiert als das Infimum der Zahlen |log dil f| + |log dil f~1|, wobei
dil f =sup { [f(p)f(q)| / Ipg|l : p# q € X} die beste Lipschitz-Konstante von f

bezeichnet und f iber alle Bi-Lipschitz—Homoomorphismen von X und Y lauft.

Der Lipschitz-Abstand dy erfullt fiir bi-Lipschitz-homoomorphe metrische
Raume die Axiome einer Pseudometrik, und kompakte metrische Raume sind
genau dann isometrisch, wenn ihr Lipschitz-Abstand gleich Null ist.

1.4. Definition Fir gegebene m, C, D und V > 0 bezeichne M, (C,D,V) die
Klasse aller m-dimensionalen kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mat
Betrag der Schnittkrimmung |K| < C, Durchmesser < D und Volumen > V.

Lipschitz-Konvergenz impliziert Hausdorff-Konvergenz, aber die Umkehrung
dieses Sachverhaltes gilt im allgemeinen nicht. Gromov zeigte jedoch (vergleiche
[G8], und fiir einen detaillierten Beweis [Kat]), dafl der Hausdorff-Abstand und der
Lipschitz-Abstand auf den Klassen M,,(C, D, V') dieselbe Topologie induzieren.
Zusammen mit Shikatas Resultat, dafl Mannigfaltigkeiten aus M., (C, D, V'), deren
Lipschitz-Abstand hinreichend klein ist, diffeomorph sind (vergleiche [Shik]), wird
diese Aussage auch als Gromovs Diffeomorphismussatz bezeichnet:
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1.5. Satz Fiir jedes ¢ > 0 existiert 6 = §(m,C, D, V) > 0 mit folgender Eigen-
schaft: Ist der Hausdorfl-Abstand zweier Riemannscher Mannigfaltigkeiten aus
M (C,D,V) kleiner als §, so ist ihr Lipschitz-Abstand kleiner als ¢ und die
Mannigfaltigkeiten sind diffeomorph.

Als unmittelbare Folgerung aus dem Prakompaktheits- und dem Diffeomor-
phismussatz erhalt man die von Peters gegebene starkere Fassung von Cheegers
Endlichkeitssatz (vergleiche [Chl], [Pet1]):

1.6. Satz Fiir gegebene m, C, D und V > 0 enthédlt M,,(C, D, V) héchstens
endlich viele Diffeomorphietypen.

Eine Lipschitz-Prakompaktheitsaussage fiir die Klassen M,, (C, D, V) liefert
Gromovs Konvergenzsatz, welcher in der Originalfassung (vergleiche [G8]) besagt,
dafl diese in der Klasse glatter Mannigfaltigkeiten der Dimension m mit steti-
gen metrischen Tensoren und C*'-Abstandsfunktionen dy-priakompakt sind. Ela-
borierte Versionen dieses Satzes wurden von Greene-Wu ([GW]), Kasue ([Kas]),
Peters ([Pet2]), Hebey-Herzlich ([HH]) (siehe auch [Pugh]) sowie von Nikolaev
([Nik3]) angegeben. Die erstgenannten Arbeiten verwenden Approximationen von
Lipschitz-Limiten aus M, (C, D, V') durch glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und beruhen darauf, da8 sich nach Jost und Karcher ([JK]|) Mannigfaltigkeiten
aus M,,(C, D, V) durch eine nicht von der Mannigfaltigkeit abhingende endliche
Anzahl von Béllen mit speziellen harmonischen Koordinatensystemen tiberdecken
lassen. Nikolaevs Zugang basiert auf einer von diesem in den Arbeiten [Nikl],
[Nik2] entwickelten Parallelverschiebung und Regularisierungskonstruktion fiir ste-
tige Riemannsche Tensoren auf metrischen Raumen mit lokal fortsetzbaren Geo-
datischen und im Alexandrov-Sinn beidseitig beschrankter Kriitmmung (vergleiche
Abschnitt 2), wobei die Existenz solcher Metriken auf Lipschitz-Limiten von Ele-
menten aus M,,(C, D,V) aus Resultaten Berestovskijs ([Ber], siehe auch [BN])
folgt. Der Konvergenzsatz 1afit sich in der folgenden Form angeben:

1.7. Satz Fiir jede Folge (My)neny C My (C,D,V) und jedes 0 < o < 1 exi-
stieren eine Teilfolge (M, )n,en von (M,,), eine glatte Mannigfaltigkeit M mit
metrischem Tensor g der Holder-Klasse C1* und Diffeomorphismen f,,, : M —
M, , so dafi die Folge (M,
vergiert und fiir jedes 0 < o <1 die auf M zuriickgezogenen Metriken f; gn, in

Jnpen in der Lipschitz-Topologie gegen (M, g) kon-

k

der Cl’a’—Topologie gegen g konvergieren.
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Das Konzept der Hausdorff-Konvergenz kompakter metrischer Raume er-
laubt verschiedene nichtkompakte und/oder &quivariante Verallgemeinerungen,
sieche [Fud]. Um die hier benétigten einzufithren, sei zunéchst daran erinnert, dafl
ein metrischer Raum eigentlich genannt wird, falls seine samtlichen Abstandsfunk-
tionen eigentliche Abbildungen sind, also jeder abgeschlossene Ball von endlichem
Radius kompakt ist. Nach dem Satz von Hopf und Rinow ist eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit genau dann eigentlich, wenn sie vollstandig ist.

1.8. Definition Es sei MP! die Klasse aller eigentlichen metrischen Rdume
(X,p) mit ausgezeichnetem Basispunkt. Eine Folge (X, pn)nen C MPt kon-
vergiert in der Hausdorff-Topologie mit Basispunkt gegen einen eigentlichen metri-
schen Raum (X, p), falls auf der disjunkten Vereinigung der Menge der Rdume X,
und X eine Metrik d existiert, die die Metriken samtlicher Raume X,, sowie die
Metrik von X fortsetzt, und so dafl beziglich des klassischen Hausdorff-Abstandes
auf dieser disjunkten Vereinigung fur jedes R > 0 die abgeschlossenen d-Balle
B, = B(pn,R) C X,, zu B= B(p,R) C X konvergieren.

Gromovs Priakompaktheitssatz gilt nunmehr in folgender Form (siehe [G8]):

1.9. Satz Die Klasse St (k) aller vollstandigen m-dimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit Basispunkt und Ricci-Kriimmung Ricc > (m — 1)k ist
beziiglich der Hausdorff-Topologie mit Basispunkt prakompakt in MPt.

Haben alle Raume X,, gleichmafig beschrankten Durchmesser, so reduziert
sich Konvergenz in der Hausdorff-Topologie mit Basispunkt auf gewohnliche Haus-
dorff-Konvergenz. Insbesondere ist in dieser Situation der Grenzwert eindeutig
bestimmt und unabhangig von der Wahl der Basispunkte.

Da selbst bei fester positiver unterer Schranke fiir die Injektivitatsradii Kon-
vergenz in der Hausdorff-Topologie mit Basispunkt nicht notwendig Lipschitz-
Konvergenz nach sich zieht, iibertragt sich der Diffeomorphismussatz nicht auf
die Situation unbeschrankten Durchmessers. Gromovs Konvergenzsatz verallge-
meinert sich (vergleiche [Fu4]) jedoch wie folgt:

1.10. Satz Konvergiert eine Folge (M, py)nen vollstdndiger m-dimensionaler
Riemannscher Mannigfaltigkeiten mit Basispunkt und Schnittkriimmung |K| < C
und von unten durch i > 0 beschranktem Injektivitatsradius in der Hausdorft-
Topologie mit Basispunkt gegen einen metrischen Raum (X,p), so ist X eine
glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit metrischem Tensor der Klasse C1+.
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1.11. Definition FEs bezeichne M(G) die Klasse aller kompakten metrischen
Riume (X, G) mit isometrischer Wirkung einer kompakten topologischen Gruppe
G. FEine Folge (X,,G)nen C M(G) konvergiert in der G-Hausdorfi-Topologie
gegen einen kompakten metrischen G-Raum (X, G), falls auf der disjunkten Ver-
emnigung der Menge der Raume X,, und X eine Metrik d existiert, so daff d die
Metriken samtlicher Raume X,, sowie die Metrik von X fortsetzt und die Raume
X, als Teilmengen der disjunkten Vereinigung beziglich des klassischen Hausdorff-
Abstandes gegen X konvergieren, und ferner Automorphismen A, : G — G exi-
stieren, so daf$ bezuglich der Metrik d die Gruppe G isometrisch auf der disjunkten
Vereinigung aller (X,,, A, (G)) und (X, G) wirkt.

Die G-Hausdorft-Konvergenz—Analoga des Prakompaktheits- und Diffeomor-
phismussatzes und der Zusammenhang zwischen G-Konvergenz und Konvergenz
der Quotientenrdume sind nach [Fu2] und [Fu4| gegeben durch folgende Resultate:

1.12. Satz Die Klasse S,,(G, k, D) aller kompakten Riemannschen m-dimensio-
nalen G-Mannigfaltigkeiten mit Ricci-Kriimmung Ricc > (m — 1)k und Durch-
messer < D ist beziiglich der G-Hausdorf-Topologie prikompakt in M(G).

1.13. Satz Es existiert e = e(m,C, D, V) > 0 mit folgender Eigenschaft: Ist der
G-Hausdorff-Abstand zweier G-Mannigfaltigkeiten M, N € M.,,(C, D,V kleiner
als €, so existieren ein Bi-Lipschitz-Diffeomorphismus F' : M — N sowie ein
Automorphismus A von G, welche die G-Wirkungen auf M und N konjugieren.

1.14. Satz Konvergiert eine Folge (X,,G)nen C M(G) in der G-Hausdorff-
Topologie gegen einen kompakten metrischen G-Raum (X, G), so konvergieren die
(mit den von den isometrischen G-Wirkungen induzierten Metriken versehenen)
Quotientenrdume X,,/G beziiglich des Gromov-Hausdorff-Abstandes gegen den
Quotientenraum X/G.

Ersetzt man die Volumen- durch eine Injektivitatsradiusschranke, so gilt Satz
1.13 nach ([PT], Lemma 2.7) auch bei fehlender oberer Kriimmungsschranke.

17



2. Alexandrov-Raume

Ein metrischer Raum X heif3t Langenraum, falls der Abstand je zweier Punkte in X
gegeben ist durch das Infimum der Langen aller (stetigen) Kurven, die diese Punkte
miteinander verbinden. Eine kirzeste Geodatische xy zwischen zwei Punkten x,y €
X ist eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve von = nach y, deren Lange mit
dem Abstand |zy| dieser Punkte tibereinstimmt.

Ein Dreieck zyz in einem Langenraum X wird bestimmt durch drei Punkte
x,Y,2z € X und drei kiirzeste Geodatische 7y, 7z, yz. Bezeichnet fiir eine gegebene
reelle Zahl x das Symbol S, die zweidimensionale Flache konstanter Krimmung
K, so versteht man unter einem (rx—) Vergleichsdreieck fiir ein Dreieck zyz in X
ein Dreieck zyz in Sy, dessen Seitenlangen mit den jeweiligen Seitenlangen des
Dreiecks xyz tibereinstimmen. Vergleichsdreiecke existieren und sind fir £ < 0
oder fir k > 0 und |zy| + |zz| + |yz| < 27/y/k bis auf Kongruenz eindeutig
bestimmt.

Ein Langenraum X heif3t Raum mit unterer Krummungsschranke k., oder kurz
Raum mit K > &k, falls jeder Punkt z € X eine Umgebung U, besitzt, so daf§ fir
je vier Punkte a,b,c,d € U, die Vergleichswinkel von a in den entsprechenden
Vergleichsdreiecken in S, die folgende Ungleichung erfiillen:

Lbac + Lcad + Ldab < 27

Ist der Langenraum X eine eindimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
und x > 0, so verlangt man aus Konsistenzgriinden zusatzlich, daf§ in diesem Fall
der Durchmesser von X den Wert 7/4/k nicht iiberschreitet. Es gilt dann nach
[BGP] in Verallgemeinerung der Sétze von Toponogov und Bonnet-Myers: Der
Durchmesser eines vollstdndigen Raumes mit K > k > 0 betragt hochstens 7/+/k.

Kehrt man in der obigen Ungleichung das Ungleichheitszeichen um, erhalt
man die Definition eines Raumes mit oberer Kriimmungsschranke K < k.

Ist X ein Raum mit K > x und vollstandig, so gilt die obige Ungleichung
global, also fiir beliebige (verschiedene) Punkte a,b,c,d € X. Fiir lokalkompakte
Raume stimmt die oben gegebene Definition von K > x mit der iiblichen Ab-
standsvergleichsdefinition iiberein, nach der ein lokalkompakter Langenraum X
ein Raum mit unterer Kriimmungsschranke r ist, falls jeder Punkt x € X eine
Umgebung U, besitzt, so daf fiir jedes Dreieck zyz in U, und je zwei Punkte
Yo € TY,2, € Tz die Abstandsungleichung |yozo| > |902,| erfilllt ist, wobei g,
und Zz, den Punkten g, und z, entsprechende Punkte im zum Dreieck xyz korre-
spondierenden k-Vergleichsdreieck bezeichnen.

Erste Beispiele von Raumen mit K > &k sind gegeben durch Riemannsche
Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung Sec > k sowie Quotienten von Raumen
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mit K > k nach isometrischen Wirkungen mit abgeschlossenen Orbiten. Insbeson-
dere weisen Rdume mit K > k im allgemeinen metrische und/oder topologische
Singularitaten auf.

Oftmals bezeichnet man Raume mit einer unteren Kriimmungsschranke K >
x synonym auch als Alexandrov-Raume. In der vorliegenden Schrift wird dieser

Terminus fiir eine speziellere Klasse von Raumen verwandt:

1.15. Definition FEin Alexandrov-Raum ist ein vollstindiger Langenraum mit

unterer Krimmungsschranke und endlicher Hausdorff-Dimension.

Die Hausdorff-Dimension eines Alexandrov-Raumes stimmt nach [BGP] mit
seiner topologischen Dimension iiberein und ist somit stets ganzzahlig.

Da Alexandrov-Réume lokalkompakt sind (vergleiche [BGP]), lassen sich in
einem solchen Raum je zwei Punkte durch eine kiirzeste Geodatische miteinan-
der verbinden. Sind Ty und Tz zwei kiirzeste Geodatische in einem Alexandrov-
Raum X mit gemeinsamem Anfangspunkt z, so ist der Winkel zwischen Ty und
7z definiert als lim, . . £YoTz,, wobei y, € Ty und 2z, € Tz. Die Existenz
von Winkeln zwischen kiirzesten Geodatischen in X folgt aus der Existenz einer
unteren Kriimmungsschranke und der Abstandsvergleichsdefinition.

Fiir einen Punkt z eines Alexandrov-Raumes X bezeichne G, die Menge der
Aqivalenzklassen von kurzesten Geodatischen mit Anfangspunkt z. Zwei solche
Geodatische werden dabei als aquivalent betrachtet genau dann, wenn der Winkel
zwischen ihnen Null ist, und somit also, da in Alexandrov-Raumen Geodatische
nicht verzweigen, eine von beiden Geodatischen die andere enthalt. Der Winkel
zwischen kiirzesten Geodatischen definiert auf G, eine Metrik, und bezeichnet
man mit 3, die diesbeziigliche Vervollstandigung von G, so ist X, ein kompakter
Alexandrov-Raum mit unterer Kriimmungsschranke K > 1 (siche [BGP]), der
sogenannte Richtungsraum von X im Punkt x.

Im Falle einer vollstandigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist der Rich-
tungsraum eines Punktes nichts anderes als die Einheitssphare im betreffenden
Tangentialraum. Das Analogon des Tangentialraums einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit bilden in Alexandrov-Raumen die Tangentialkegel:

Ist X ein Alexandrov-Raum und z € X, so heifit der euklidische Kegel C,, =
C(X;) iber dem Richtungsraum X, d.h. der Kegel C, = (3, % [0, +00)) /32, X 0,
versehen mit der Metrik |(v, s)(w,t)|? = t? + s2 — 2st cos (min{|vw|,7}), Tangen-
tialkegel von X in .

Die Tangentialkegel eines Alexandrov-Raumes sind Alexandrov-Raume nicht-

negativer Krimmung von gleicher Dimension wie der unterliegende Raum.
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Die grundlegenden Strukturaussagen iiber Alexandrov-Raume stammen von
Perelman. Sie basieren auf der soeben skizzierten Beschreibung derer infinitesi-
malen Struktur sowie einer Modifikation der von Grove und Shiohama initiierten
Morse-Theorie fiir Abstandsfunktionen (siehe [Gr]) und werden im folgenden als
Perelmans Struktursatz und Perelmans Stabilitatssatz bezeichnet (vergleiche dazu
die Arbeiten [Perl]-[Per3)):

1.16. Satz Jeder Punkt eines Alexandrov-Raumes besitzt eine offene Umgebung,
welche zum Tangentialkegel dieses Punktes homoomorph ist. Ferner gilt: FEin
Alexandrov-Raum besitzt eine Stratifikation in topologische Mannigfaltigkeiten.
Die Strata der Dimension | bestehen aus den Punkten, deren Tangentialkegel
homéomorph ist zum Produkt eines Kegels mit einem euklidischen Raum RF einer
Dimension k <.

1.17. Satz Fiir jeden kompakten Alexandrov-Raum X existiert e(X) > 0 mit
folgender Eigenschaft: Ist Y ein kompakter Alexandrov-Raum der gleichen Dimen-
sion und unteren Kriimmungsschranke wie X und der Hausdorft-Abstand zwischen
X und Y kleiner als €, so sind X und Y homoomorph.

Ein Punkt eines m-dimensionalen Alexandrov-Raumes X heifit reguldr, falls
sein Tangentialkegel isometrisch ist zum euklidischen Raum R™, und ansonsten
singular. Bezeichnet Sx die Menge der singularen Punkte von X, so kann Sx
dicht in X sein, besitzt aber nach [BGP] hochstens Hausdorff-Dimension m — 1.
Nach Otsu und Shioya ([OS]) ist die Menge der reguliren Punkte von X lokal
wegzusammenhingend und besitzt eine differenzierbare Struktur der Klasse C*
sowie eine assoziierte stetige Riemannsche Metrik, die mit der Restriktion der
Metrik von X iibereinstimmt.

Weitere Aussagen zu Struktur und Eigenschaften von Alexandrov-Raumen
finden sich in den Arbeiten [FY2], [PP1], und [PP2].

Metrische Eigenschaften von Lingen- und Alexandrovraumen bleiben unter
Hausdorft-Konvergenz oftmals erhalten:

Hausdorft-Grenzwerte von Langenraumen sind selbst Langenraume, und ist
(X, ) eine Hausdorff-konvergente Folge von Langenriaumen, so iibertragen sich,
falls vorhanden, (gleichméflige) obere Schranken fiir die Durchmesser oder die
Hausdorft-Dimension der X,, oder untere Schranken fir die Krimmung der X,
entsprechend auf den Hausdorff-Grenzwert X.
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Als Konsequenz ergeben sich damit weitere Kompaktheitsresultate:

1.18. Satz Die Klasse 2,,(k,D) aller kompakten Alexandrov-Riume der Di-
mension < m mit Durchmesser < D und unterer Kriimmungsschranke K > k ist
kompakt in der Gromov-Hausdorft-Topologie.

Die Klasse APt (k) aller Alexandrov-Raume mit Basispunkt der Dimension <
m und unterer Kriimmungsschranke K > k ist kompakt in der Gromov-Hausdorff-
Topologie mit Basispunkt.

Ferner gilt: Sind X,, und X kompakte Alexandrov-Raume gleicher Dimension
m und gleicher unterer Krimmungsschranke, so folgt aus Hausdorff-Konvergenz
der X,, gegen X die schwache Konvergenz der m-dimensionalen Hausdorff-Mafle
der X,, gegen das m-dimensionale Hausdorff-Mafl von X ([BGP]). Definiert man
das Volumen eines Alexandrov-Raumes der Dimension m als sein m-dimensionales
Hausdorff-Maf}, so ergibt sich aus dieser Tatsache und Perelmans Stabilitatssatz
ein insbesondere den Endlichkeitssatz von Grove-Petersen-Wu verallgemeinernder
Endlichkeitssatz fiir Alexandrov-Réaume:

1.19. Satz Die Klasse 2,,(k,D,V) aller kompakten Alexandrov-Riume der
Dimension m mit Durchmesser < D, unterer Kriimmungsschranke K > k und
Volumen >V > 0 enthalt hochstens endlich viele Homoomorphietypen.

Topologische Beziehungen zwischen den Elementen Hausdorff-konvergenter
Folgen aus den Klassen 2, (x, D) und ihren Grenzwerten sind dagegen nur unter
speziellen Zusatzvoraussetzungen (siehe zum Beispiel [Per6]) zu erwarten, da bei
Fehlen unterer Volumenschranken solche Folgen im generischen Fall kollabieren,
ihr Hausdorff-Limes also echt kleinere Dimension als die Folgeelemente hat.

Uber das Verhalten der Fundamentalgruppen unter Hausdorff-Konvergenz in
A (K, D) 148t sich allerdings eine allgemeine Aussage machen: Unter Benutzung
der Tatsache, dal nach Perelmans Struktursatz Alexandrov-Raume lokal einfach
zusammenhingend sind, iibertragt sich ein in [Tul] fiir kollabierende Folgen Rie-
mannscher Mannigfaltigkeiten gegebener Beweis auf Alexandrov-Raume, so dafl
gilt:

1.20. Satz Ist (X,)nen C (K, D) Hausdorff-konvergent mit Grenzwert X,

so existieren fiir hinreichend grofle n surjektive Gruppenhomomorphismen von
m1(X,) auf m (X).
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3. Kollaps Riemannscher Mannigfaltigkeiten

Wahrend Gromovs Diffeomorphismus- und Konvergenzsatz tiber die metrische und
topologische Struktur der Hausdorff-Grenzwerte von Folgen aus M,,(C, D, V)
vollstandig Auskunft geben, erfordert die Beschreibung der im Falle fehlender
Volumen- oder Injektivitatsradiusschranken auftretenden Phanomene zusatzliche
Konzepte.

In den Arbeiten von Cheeger, Fukaya und Gromov existieren dazu zwei unter-
schiedliche Ansatze, aus deren Kombination sich im Fall beschrankten Durchmes-
sers als grundlegender Struktursatz der sogenannte aquivariante Faserbiindelsatz
(siehe Satz 1.26) ergibt. Dieses Resultat folgt zwar aus den Originalarbeiten von
Cheeger, Fukaya und Gromov, ist jedoch nur in Teilen oder lokalen Versionen in
diesen enthalten. Zum besseren Verstandnis des aquivarianten Faserbiindelsatzes
und seiner Konsequenzen fiir Hausdorff-konvergente kollabierende Folgen kompak-
ter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten, aber auch dessen Herleitung,
erlautert dieser Abschnitt vor deren Darstellung zuachst die von Cheeger-Gromov
und Fukaya urspringlich gewahlten Zugange.

Ausgangspunkt fiir das Studium von Kollaps-Phanomenen ist die Vorstellung,
dafl eine Mannigfaltigkeit beschrankter Krimmung in Punkten mit hinreichend
kleinem Injektivitatsradius langs der Richtungen, in denen kurze geschlossene
Geodatische existieren, gewisse lokale Symmetrien aufweisen mufl, was heuristisch

motivierbar ist wie folgt:

Es sei (M, gn)nen eine Folge von vollsténdigen m-dimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten mit gleichméBig beschrankter Schnittkriimmung |K| <
C, in denen Punkte p,, € M, existieren, so daf} die Injektivitatsradii iy, = injg, (pn)
der Metriken g, in diesen Punkten fir n — oo gegen Null konvergieren. FEr-
setzt man die Metriken g, durch h, := g,/i2, so erfiillen diese injs, (pn) = 1
und |Kp,| < 42 — 0, so daf§ aufgrund des Priakompaktheits- und Konvergenz-
satzes nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge die Raume ((M,,, py), hy) in
der Gromov-Hausdorff-Topologie gegen eine flache Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, p) konvergieren. Nach dem Seelensatz von Cheeger und Gromoll ([CGrl]) ist
M diffeomorph zum Normalenbiindel einer kompakten flachen und total geoda-
tischen Untermannigfaltigkeit S C M, so daf} auf einer endlichen Riemannschen
ﬂberlagerung von M eine isometrische Toruswirkung existiert. Da Balle in M um
p Lipschitz-nah sind zu Béllen in (M, h,) um p,, gibt es somit fiir hinreichend
grofie n auf endlichen Uberlagerungen von Umgebungen von p,, in (M, gy) eine

nichttriviale Toruswirkung.
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Die Dimension dieser Tori hangt im allgemeinen von der Wahl der Basispunkte
ab, doch ihre lokalen Wirkungen erfiillen gewisse Vertraglichkeitsbedingungen.

Cheeger und Gromov entwickelten zur Beschreibung der Struktur kollabierter
Mannigfaltigkeiten beschrankter Kriimmung in der Arbeit [CG1] zunéchst die
Theorie der F-Strukturen, in der Gruppenwirkungen durch das allgemeinere Kon-
zept der Wirkungen von Garben ersetzt werden.

1.21. Definition Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X(M) die Garbe der
glatten Vektorfelder auf M. Ist G eine Garbe zusammenhdangender Liegruppen auf
M mit assoziierter Garbe & von Liealgebren, so versteht man unter einer Wirkung
der Garbe G auf M einen Garben-Homomorphismus ® : & — X(M).

Operiert auf einer Mannigfaltigkeit M eine Garbe G von Liegruppen vermoge
eines Homomorphismus ® : & — X(M) und ist U eine offene Teilmenge von M,
so versteht man unter einer Integralkurve eines Schnittes X € G(U) eine differen-
zierbare Kurve v : (a,b) — U, die in jedem Punkt ihres Bildes tangential an ®(X)
ist. Eine Teilmenge von M heifit invariant unter der Wirkung von G, falls jede
Integralkurve eines jeden Schnittes von &, die diese Teilmenge trifft, bereits ganz
in dieser enthalten ist. Der (G-) Orbit Op, eines Punktes p € M ist definiert als die
eindeutig bestimmte minimale G-invariante Teilmenge von M, die p enthalt. Eine
Riemannsche Metrik auf M heifit G-invariant, falls die Bildgarbe ®(&) C X(M)
aus lokalen Killing-Vektorfeldern dieser Metrik besteht.

Nach [CG2] gibt es in jeder Dimension m eine nur von m abhéngige posi-
tive Konstante e mit folgender Eigenschaft: Ist (M, g) eine m-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Betrag der Schnittkriimmung |K| < 1, so existiert
auf der Teilmenge aller Punkte von M, in denen der Injektivitatsradius der Metrik
g kleiner als € ist, eine F-Struktur von positivem Rang, d.h. eine spezielle Wirkung
einer Garbe von Abelschen Liegruppen auf M, deren samtliche Orbiten positive
Dimension haben. Die Orbiten der F-Struktur beschreiben die Richtungen, in
denen der Injektivitatsradius kleiner als ¢ ist, und nach einer leichten Deforma-
tion der Metrik g (vergleiche [CG2]) 148t sich annehmen, daf8 diese beziiglich der
F-Struktur invariant ist.

In gewisser Umkehrung der obigen Aussagen gilt andererseits nach [CG1]:
Existiert auf einer Mannigfaltigkeit M eine F-Struktur positiven Ranges, so gibt
es auf M invariante Metriken mit beschrankter Kriimmung |K| < 1 und beliebig
kleinen Injektivitatsradien.
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Das exemplarische Beispiel einer F-Struktur von positivem Rang auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist gegeben durch eine glatte und fixpunkt-
freie Toruswirkung auf M mit Orbiten hinreichend kleinen Durchmessers.

Eine reine F-Struktur auf M, d.h. eine F-Struktur, fiir die die Halme der wir-
kenden Garbe konstante Dimension besitzen, 148t sich nach [CG1] und [CG2] (siehe
auch [Fu4]) auch beschreiben als ein flaches T*-Biindel iiber M mit Holonomie in
SL(k,Z) und einem Homomorphismus des assoziierten Liealgebra-Biindels in die
Garbe der glatten Vektorfelder auf M. Da die Holonomiegruppe eines solchen
Biindels, also die durch Parallelverschiebung langs geschlossener Kurven gegebene
Darstellung von 71 (M) in SL(k,Z), im allgemeinen nicht-trivial ist, sind (wie sich
bereits am Beispiel einer Kleinschen Flasche veranschaulichen 148t) selbst reine
F-Strukturen in den meisten Féallen nicht durch globale Wirkungen definierbar.

Ist andererseits die Holonomiegruppe eines solchen flachen 7%-Biindels iiber
M trivial, so reduziert sich nach Wahl eines Isomorphismus zwischen einer Faser
und dem Standard-Torus T% = R¥ /Z* die reine F-Struktur stets zu einer globalen
T*-Wirkung. Wie zuerst in [CG3] (siehe auch [CR]) bemerkt wurde, gilt somit;:

1.22. Bemerkung Jede reine F-Struktur von positivem Rang auf einer einfach
zusammenhangenden Mannigfaltigkeit ist gegeben durch eine globale glatte und
fixpunktfreie 7%-Wirkung.

Fukayas Ansatz zum Studium kollabierter Mannigfaltigkeiten basiert dage-
gen auf dessen Faserbiindel-Versionen ([Ful], [Fu3]) von Gromovs Satz iiber fast
flache Mannigfaltigkeiten (siehe [G1], [Ruh]). Kollabiert eine Folge kompakter m-
dimensionaler Riemannscher Mannigfaltigkeit M,, beschrankter Kriimmung und
beschrankten Durchmessers zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit /N niedrigerer
Dimension, so besitzen nach [Fu3| (siehe auch [Fu4]) fiir hinreichend grofie n die
Mannigfaltigkeiten M,, die Struktur eines Faserbiindels iiber N, dessen Fasern In-
franilmannnigfaltigkeiten sind und dessen Strukturgruppe in der affinen Gruppe
der Faser enthalten ist. Setzt man nicht voraus, dafl N eine Mannigfaltigkeit
ist, so gilt eine dquivariante Version dieses Sachverhaltes (vergleiche [Fu3], [Fu4]):
Nach eventueller Regularisierung der Metrik von M,, konvergieren die mit der ka-
nonischen Metrik (siehe unten) versehenen Rahmenbiindel F M, der M, in der
O(m)-Hausdorff-Topologie gegen eine glatte Mannigfaltigkeit ¥ mit metrischem
Tensor der Klasse C1'*, deren Quotientenraum Y/O(m) isometrisch zu N ist, und
die Rahmenbiindel F'M,, sind Faserbiindel iiber Y mit Nilmannigfaltigkeiten als
Faser und in der affinen Gruppe der Faser enthaltener Strukturgruppe.
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Die F-Strukturen Cheegers und Gromovs beschreiben kollabierte Mannig-
faltigkeiten mit beschrankter Krimmung nur aus der Sicht des Injektivitatsra-
dius und somit nur die "kiirzesten” Richtungen in der Mannigfaltigkeit. Im all-
gemeinen finden Kollapsphanome jedoch gleichzeitig auf verschiedenen Langen-
skalen statt. Um beispielsweise eine Nilmannigfaltigkeit, deren Fundamental-
gruppe nicht Abelsch und die ein Faserbiindel iiber einem Torus ist, bei beschrank-
ter Kriimmung zu einem Punkt zu kollabieren, ist es erforderlich, den Durchmesser
der Fasern linear, den der Basis aber quadratisch zu Null zu skalieren.

Unter der zusatzlichen Voraussetzung beschrankten Durchmessers liefert Fu-
kayas Zugang dagegen Informationen iiber samtliche kollabierte Richtungen.

In der gemeinsamen Arbeit [CFG]| erfolgte schliefilich eine Synthese beider
Ansatze, in der die Abelschen F-Strukturen durch Wirkungen von Garben nilpo-
tenter Liegruppen ersetzt und mit einer aquivarianten lokalen Version von Fukayas
Faserbiindelsatz auf den kollabierten Mannigfaltigkeiten Metriken konstruiert wer-

den, die nunmehr unter solchen “N-Strukturen” invariant sind.

Da in der vorliegenden Arbeit nur Ergebnisse iiber kollabierte Mannigfaltig-
keiten beschrankten Durchmessers benotigt werden, wird zur Vermeidung einer
unnotig komplizierten Darstellung von einer weiteren Erlauterung der allgemeinen
Resultate aus [CFG] abgesehen und im folgenden nur dieser speziellere Fall be-
trachtet.

Die Spezialisierung auf Mannigfaltigkeiten beschrankten Durchmessers ge-
stattet es, samtliche Ergebnisse aquivariant auf deren Rahmenbiindeln zu for-
mulieren, was zu einer wesenlich einfacheren und praktischer zu handhabenderen
Beschreibung fiithrt. Insbesondere ist in dieser Situation — auch wenn es fiir
ein weiteres Verstandnis der im folgenden auf den Rahmenbiindeln definierten
invarianten Strukturen und Metriken durchaus hilfreich ist, aus den vorangegan-
genen Erlauterungen dariiber in Kenntnis zu sein, dafl diese letztlich von allge-
meineren Objekten auf der Basismannigfaltigkeit herrithren — keinerlei Riickgriff
auf Garbenterminologie erforderlich.

Diese Vereinfachungen erklaren sich dadurch, dafl im Fall beschrankten Durch-
messers eine N- oder F-Struktur stets rein ist, und zudem (in Analogie zur
Tatsache, dafl eine Isometrie einer zusammenhéngenden Riemannschen Mannig-
faltigkeit durch ihr Differential in einem Punkt eindeutig bestimmt ist) nach
Hochhebung durch Differentiation auf das Rahmenbiindel die lokalen Wirkungen
einer solchen Struktur von besonders einfacher Gestalt, namlich frei sind.
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Ist G eine zusammenhangende Liegruppe, so ist der kanonische Zusammen-
hang V° von G definiert als der affine flache Zusammenhang auf dem Tangen-
tialbiindel von G, fiir den alle linksinvarianten Vektorfelder auf G parallel sind.
Bezeichnet Aff(G, V) die Gruppe der affinen Transformationen von V°, also die
Gruppe aller Diffeomorphismen von G auf sich, die V° invariant lassen, so ist
nach Wahl eines Basispunktes Aff(G,V?) isomorph zum semidirekten Produkt
G » Aut(G), versehen mit der Gruppenstruktur (A, k) - (g, 1) = (A-k(p), kol), und
die effektive Wirkung der Gruppe der affinen Transformationen auf G ist gegeben
durch (A, k) -g=X-k(g).

Operiert eine diskrete Untergruppe I' < Aff(G,V?) frei auf G, so ist der
Quotientenraum I'\G eine Mannigfaltigkeit und tragt einen induzierten flachen
Zusammenhang, der ebenfalls mit V? bezeichnet wird. Gilt dariiber hinaus, daf
I’ endlichen Index in G hat, so nennt man den Quotienten I'\G infrahomogenen
Raum der Liegruppe G. Ist die Untergruppe I' in der zu G isomorphen Unter-
gruppe der Linkstranslationen enthalten, so ist der Quotientenraum ein homogener
Raum der Gruppe G, und zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes verwenden wir
dann statt I'\G die Notation G/I'. Infrahomogene bzw. homogene Réume nilpo-
tenter Liegruppen bezeichnet man als Infranil- bzw. Nilmannigfaltigkeiten.

1.23. Bemerkung In der Literatur werden Infranilmannigfaltigkeiten oftmals
falschlicherweise als Mannigfaltigkeiten definiert, die eine endliche ﬂberlagerung
durch eine Nilmannigfaltigkeit N/T" besitzen. Tatséchlich ist jedoch zusétzlich zu
verlangen, dafl die Wirkung der Deckbewegungsgruppe einer solchen Uberlagerung
durch affine Transformationen des kanonischen Zusammenhanges auf N/T' ge-
geben ist. Beispielsweise wird jeder exotische Torus vom Standard-Torus der
entsprechenden Dimension endlich iiberlagert, doch sind exotische Tori nie zu einer
Infranilmannigfaltigkeit diffeomorph (vergleiche hierzu [Tu2]).

Es sei (M, g) eine Riemannsche m-Mannigfaltigkeit und F'M das Rahmenbiin-
del von M, also das O(m)-Prinzipalbiindel der Orthonormalbasen der Tangential-
raume von M. (Ist M orientiert, benutzt man dieselbe Notation, betrachtet aber
stattdessen das SO(m)-Biindel der orientierten Basen; alle weiteren Aussagen gel-
ten sinngeméf.) Der Levi-Civita-Zusammenhang von ¢ induziert nach Wahl einer
bi-invarianten Metrik auf O(m) eine eindeutig bestimmte Metrik auf FM, den
kanonischen Lift g™ von g, fiir die O(m) isometrisch wirkt und die Projektion
FM — M eine Riemannsche Submersion mit total geodatischen Fasern ist.
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Ist F'M der Totalraum eines weiteren Faserbiindels F' — FFM — Y, so nennt
man das Faserblindel F' — FM — Y O(m)-invariant, falls die O(m)-Wirkung auf
FM die Fasern und die Strukturgruppe dieses Biindels erhalt.

1.24. Definition Fin O(m)-invariantes Faserbindel F — FM — Y heifit
invariante reine N -Struktur auf FM, falls die Fasern F faserweise glatt vari-
terende affine flache Zusammenhange tragen und affin isomorph zu einer Nilman-
nigfaltigkeit der Form (N/T,V°) sind und die Strukturgruppe des Biindels in der
affinen Gruppe von N/I' enthalten ist.

1.25. Definition FEs sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, FM das
Rahmenbindel von (M,g) und F — FM — Y eine invariante reine N -Struktur
auf FM. Ist g eine weitere Riemannsche Metrik auf M, so nennt man g invariant
beziiglich der N -Struktur auf FM, falls der kanonische Lift g¥™ von g zu FM
die folgenden Eigenschaften erfullt:

Die Restriktion von g¥™ auf die Fasern der N -Struktur induziert linksinvari-
ante Metriken auf den Fasern, und die Metrik g¥'M induziert eine Riemannsche
Metrik g¥ auf Y, beziglich der die Projektion p : FM — Y eine Riemannsche
Submersion ist.

Da die durch zwei Riemannsche Metriken auf einer Mannigfaltigkeit definier-
ten Rahmenbiindel als Mannigfaltigkeiten O(m)-dquivariant diffeomorph sind, ist
diese Definition sinnvoll.

Aufgrund ihrer O(m)-Invarianz induziert eine invariante reine N -Struktur
auf F'M eine Partition von M in Orbiten, die Infranilmannigfaltigkeiten von im
allgemeinen verschiedener Dimension sind. Besitzen alle diese Orbiten positive
Dimension, spricht man von einer A -Struktur von positivem Rang. Nach [CFG],
[Ful]-[Fu3] und [Ro2] gilt folgendes Resultat:

1.26. Satz Ist (M,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension m > 2 mit Betrag der Schnittkriimmung |K,| < 1 und Durchmesser
diam(g) < D, so existiert fiir jedes € > 0 eine Konstante v = v(m, D,e) > 0 mit
folgender Eigenschaft:

Ist das Volumen von (M, g) kleiner als v, so existiert auf dem Rahmenbiindel
von M eine invariante reine N-Struktur p : FM — Y von positivem Rang sowie
auf M eine beziiglich dieser N -Struktur invariante Metrik g..

Diese erfiillen dariiber hinaus die folgenden Bedingungen:
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(a) Es existieren nichtnegative Konstanten C(m,l,e),l=0,1,...,C(m,0,¢e) = 1,
und positive Konstanten ¢(m) und ¢’ (m), so daB fiir die invariante Metrik g

gilt:

e g9 <ge <eg, | Vg =V, | < €, |VlgERgE | < C(m,l,e),

min Ky —c(m)e < K, < maxKy+c(m)e,

min Riccy — ¢’ (m)e < Ricey, < max Ricey + ¢ (m)e ;

(b) Fiir den kanonischen Lift gf'™ der invarianten Metrik g. zu FM gilt:

Der Durchmesser aller Fasern der N -Struktur p : FM — Y ist kleiner als ¢,
und es existieren héchstens von m, D und € abhangende Konstanten L, 1 > 0,
C' und D’ mit folgenden Eigenschaften:

Die Normen der zweiten Fundamentalformen der Fasern der N -Struktur sind
beschrinkt durch L, der Injektivititsradius der von gf'M auf Y induzierten
Riemannschen Metrik g¥ ist von unten beschrinkt durch i, die Kriimmung
der Metrik gY erfiillt die Bedingung |K| < C', und der Durchmesser von g¥
ist von oben beschrankt durch D’.

1.27. Bemerkung Der obige Satz ist nicht explizit, aber in lokaler Version in
der Arbeit [CFG] enthalten; dhnliche Formulierungen von Satz 1.26 finden sich in
den Arbeiten von Cheeger-Rong und Rong ([CR], [Ro2]). Daf die in Satz 1.26
auftretende A-Struktur tatsichlich rein sowie von positivem Rang ist, folgt aus
der Prisenz einer oberen Durchmesserschranke (vergleiche [Fu3]) und Proposition
A1.14in [CFG]. Die Eigenschaften der invarianten Metrik g. in 1.26(a) ergeben sich
aus Theorem 1.3 in [CFG| und Theorem 2.1 in [Ro2]; fiir die letzte Abschétzung
siche auch Theorem 1.3(e) in [PT]. Die Aussagen in 1.26(b) folgen aus Satz 6.1 in
[Fu2] sowie Satz 1.7, Proposition 5.4 und Abschétzung 8.7 in [CFG].

(Ohne dieses im folgenden zu benutzen, sei bemerkt, dafl die in [CFG] kon-
struierten invarianten Metriken tatsachlich leicht starkere Bedingungen als die in
Definition 1.25 geforderten erfiillen: Eine invariante reine A'-Strukturp : FM — Y
definiert auf dem Rahmenbiindel F'M eine Garbe, deren lokale Schnitte bei Re-
striktion auf die Fasern der N-Struktur lokale rechtsinvariante Vektorfelder sind
und welche beziiglich der in [CFG] konstruierten invarianten Metrik lokale Killing-
Vektorfelder auf dem Rahmenbiindel definieren.)
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1.28. Bemerkung Lafit man auch triviale Faserungen zu, so ergibt sich aus Satz
1.26 in Verbund mit Cheegers Endlichkeitssatz (Satz 1.6):

Fiir gegebene m und D existieren endlich viele kompakte Mannigfaltigkeiten
Y, + = 1,...,1, der Dimension < m, so daf} fur jede m-dimensionale kompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit |K| < 1 und Durchmesser < D gilt: Auf dem
Rahmenbiindel FM existiert eine invariante reine N -Struktur ¥ — FM — Y, so
dafl Y diffeomorph zu einer der Mannigfaltigkeiten Y; ist.

1.29. Bemerkung Ist p : FM — Y eine invariante reine N-Struktur von posi-
tivem Rang auf M und g. eine bezuglich dieser A/-Struktur invariante Metrik, so
hat die O(m)-Invarianz der N -Struktur zur Konsequenz, daf die O(m)-Wirkung
auf (FM, gf'™) zu einer isometrischen Wirkung auf (Y, g¥) hinabsteigt und ferner
die Faserung von F'M durch Nilmannigfaltigkeiten eine (im allgemeinen singulére)
Faserung von M durch Infranilmannigfaltigkeiten, p : M — Y/O(m), induziert,
so daf} folgendes Diagramm kommutiert:

M I Y/O(m)

1.30. Bemerkung Da Nilmannigfaltigkeiten mit Abelscher Fundamentalgruppe
diffeomorph zu Tori sind, folgt aus der langen exakten Homotopiesequenz von
Faserbiindeln: Ist die Fundamentalgruppe einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M endlich, so ist die Faser einer invarianten reinen N-Struktur auf FM ein
Torus. N-Strukturen auf Mannigfaltigkeiten mit endlicher Fundamentalgruppe re-
duzieren sich somit stets auf F-Strukturen. Nach Bemerkung 1.22 und Bemerkung
1.28 gilt damit insbesondere: Eine invariante reine N-Struktur von positivem Rang
auf dem Rahmenbiindel einer einfach zusammenhangenden Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M ist gegeben durch eine freie T*-Wirkung auf FM, die der Lift
einer globalen glatten und fixpunktfreien T*-Wirkung auf M ist und die mit der
O(m)-Wirkung auf F'M kommutiert.

Wendet man Satz 1.26 auf kollabierende Folgen von einfach zusammenhangen-
den (und ohne Einschréinkung orientierten) kompakten Riemannschen Mannig-
faltigkeiten beschrankter Kriimmung und beschrankten Durchmessers an, so er-
gibt sich aus diesem, zusammen mit den obenstehenden Bemerkungen, Perelmans
Stabilitétssatz (Satz 1.17) und den Satzen 1.12-1.14 (vergleiche auch [PT]):
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1.31. Satz Es sei (M,,, g»)nen eine Folge einfach zusammenhédngender m-dimen-

sionaler kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung A <
K(g,) < A und Durchmesser < D, die fiir n — oo beziiglich des Hausdorfl-

Abstandes gegen einen metrischen Raum X der Dimension m—k < m konvergiere.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N = N(¢e), so daB fiir n > N auf dem

orientierten Rahmenbiindel von M, eine invariante reine N -Struktur p,, : FM,, —

Y,, von positivem Rang sowie auf M, eine beziiglich dieser N'-Struktur invariante

Metrik g, = g5 existiert, die (nach eventueller Reskalierung) die Aussagen aus
Satz 1.26 erfiillt, und fiir die N'-Strukturen p,, : F M, — Y,, und Metriken g, gilt:

(a)

(b)

(c)

(d)

Die N -Struktur p,, : FM,, —Y,, ist gegeben durch eine freie T*-Wirkung, die
der Lift einer fixpunktfreien und beziiglich g, isometrischen T*-Wirkung auf
M, ist, und es gelten die Abschatzungen

€ Gy <gn<e€ygn, IA—c < K(gn) < A+

Versieht man FM,, mit dem kanonischen Lift g&'™ von g,, so existieren von
e, m, D, A und A abhidngende Konstanten C, i > 0, C' und D', so daf
die Schnittkriimmung von F'M,, beschrankt ist durch |K(FM,)| < C, der
Injektivititsradius der auf Y,, = FM,, /T* induzierten Metrik gX» von unten
beschrinkt ist durch i, die Schnittkriimmung von (Y, gX") beschréinkt ist
durch |K (Y,,)| < C" und der Durchmesser der Metrik g¥» von oben beschrénkt
ist durch D’.

Der Quotientenraum M, /T* und der kompakte Alexandrov-Raum X sind
homéomorph, und beziiglich der von g, auf M, /T* induzierten Metrik ist
der Gromov-Hausdorff-Abstand zwischen X und M,,/T* kleiner als .

Nach Ubergang zu einer Teilfolge der M, gilt ferner:

Fiir n — oo konvergieren die orientierten Rahmenbiindel (FM,,,gE™) in der
SO(m) x T*-Hausdorff-Topologie gegen eine glatte Mannigfaltigkeit Y mit
im Alexandrov-Sinn beschrankter Kriimmung, metrischem Tensor der Klasse
C1:@ und trivialer T* < (SO(m) x T*)-Wirkung. Die Durchmesser der Torus-
Orbiten der Biindel p,, : FM,, — Y, konvergieren gleichmafBig gegen Null.
Die Riemannschen SO(m) = (SO(m) x T*)/T*-Mannigfaltigkeiten (Y, g¥)
sind SO(m)-aquivariant bi-Lipschitz-diffeomorph, und fiir n,n’ — oo konver-
gieren die Lipschitz-Konstanten der SO(m)-Diffeomorphismen zwischen Y,

und Y, gegen 1.
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Die Mannigfaltigkeit Y ist der SO(m)-Hausdorff-Limes der Y,, und zu den
Y,, diffeomorph. Der Hausdorff-Grenzwert der (M,,g,) existiert und ist
isometrisch zu Y/SO(m).

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dafl die in diesem Abschnitt dargestell-
ten Strukturresultate wesentlich auf dem Vorhandensein beidseitiger Krimmungs-
schranken beruhen. Ergebnisse zum Thema Kollaps und Hausdorff-Konvergenz
Riemannscher Mannigfaltigkeiten unter unteren Schranken fiir die Schnitt- oder
Ricci-Kriimmung finden sich bei Yamaguchi (siehe [Yam?2], [Yam3]) sowie bei Col-
ding und Cheeger—Colding (vergleiche [Co], [CC1], [CC2]); in den Arbeiten Yama-
guchis sind insbesondere gewisse Analoga zu Fukayas Faserbtiindelsatz enthalten.
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2. Positive Krummung und Faserbundel

Die bekannten Konstruktionen von Mannigfaltigkeiten positiver Schnittkrimmung
beruhen auf zwei Tatsachen: Die bi-invariante Metrik einer kompakten Liegruppe
ist nichtnegativ gekriimmt, und beim Ubergang zu Quotienten nach isometrischen
Wirkungen wird die Krummung nicht vermindert.

Untere Schranken fiir die Ricci-Kriimmung bleiben unter Riemannschen Sub-
mersionen dagegen im allgemeinen nicht erhalten.

In beiden Fallen 1a3t sich jedoch fragen, ob man die O’Neill-Formeln auch in
“entgegengesetzter” Richtung verwenden kann, um auf Totalrdumen von Biindeln
mit positiv gekrimmten Fasern und Basen Metriken mit positiver Schnitt- oder
Ricci-Krimmung zu definieren. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden dazu
invariante Metriken auf S!'-Biindeln diskutiert, in Abschnitt 2 die Konstruktion
invarianter Metriken mit positiver Ricci-Krimmung auf Prinzipalbiindeln, und in
Abschnitt 3 der Fall positiver Schnittkrimmung und ein Zusammenhang zwischen
Slinvarianten Metriken positiver Schnittkriimmung und Kontaktstrukturen. Die
Resultate der ersten beiden Paragraphen basieren auf der Arbeit [GPT]. Anstelle
des dort erfolgten Zugangs iiber zu S'-Biindeln assoziierte komplexe Geradenbiin-
del und deren ersten Chernklassen werden in der nachstehend gegebenen Darstel-

lung jedoch S!-Biindel und deren Eulerklassen verwandt.

1. Invariante Metriken auf S'-Prinzipalbiindeln

Es sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und 7 : P — M ein S!-Prinzipalbiindel
iber M. Als Biindel ist P klassifiziert durch seine Eulerklasse e € H?(M;Z).

Unter der reellen Eulerklasse e® von P versteht man das Bild von e unter der

kanonischen Abbildung H?(M;Z) — H?(M;R).
Fir jeden Prinzipalbiindel-Zusammenhang 6 auf P ist die Krimmungsform
2 = df von 6 der Pullback Q = 7*(w) einer geschlossenen 2-Form w auf M.
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Die Kohomologieklasse von w erfiillt die Beziehung [w] = 2me, und umgekehrt
existiert zu jeder geschlossenen 2-Form w in der Kohomologieklasse 2me® ein
Prinzipalbiindel-Zusammenhang 6 auf P, dessen Kriimmung €2 der Pullback der
Form w ist (siehe [Kol]).

Es sei m : P — M ein S'-Prinzipalbiindel iiber M mit Eulerklasse e €
H%*(M;Z). 1Ist g eine Riemannsche Metrik auf M, f € C(M) eine glatte
Funktion und w eine geschlossene 2-Form auf M, deren Kohomologieklasse mit
271eR {ibereinstimmt, sowie  ein Prinzipalbiindel-Zusammenhang auf P, dessen
Krimmungsform gleich dem Pullback von w ist, so definieren diese Daten auf P

eine Riemannsche Metrik h, indem man fordert:

(a) Fiir y € M ist die Linge der Faser 7—(y) iiber y gegeben durch 2mwef®), und
die freie S'-Wirkung auf P erfolgt durch Isometrien;

(b) Fiir die durch den Zusammenhang 0 induzierte Zerlegung TP = V@&H mit V =
ker 7, des Tangentialbiindels von P gilt: Diese Zerlegung ist eine orthogonale
Summe, und die Einschrankung von m auf die horizontale Distribution H
liefert eine Isometrie H — T'M.

Die so definierte Metrik h = h(f,w) ist S'-invariant und die Projektion 7 :
(P, h) — (M, g) ist eine Riemannsche Submersion.

Es seien y = (y!,...,y™) lokale Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U
von M, iber der das Biindel P trivial ist. Fir einen lokalen Schnitt v von P
iiber U definiert die Vorschrift (s,y) — e¥~1*y(y) dann lokale Koordinaten (s, y)
auf P, und das assoziierte und von der S'-Wirkung auf P induzierte vertikale
Vektorfeld 9, der Linge |0,|? = 2/ ist invariant definiert und erzeugt die vertikale
Distribution V.

Es seien RM und RY die Kriimmungstensoren von M und P. In den gewiihlten
lokalen Koordinaten sei die Metrik g von M gegeben durch g,p dy® @ dy®. Ferner
bezeichne {F,} ein orthonormales m-Bein der horizontalen Distribution H iiber
U.

Aus technisch aufwendigen, doch ansonsten wenig aufschlufireichen Rechnun-
gen, auf deren Reproduktion hier verzichtet wird (siehe dazu [GPT)), ergibt sich,
da8 sich in diesen Koordinaten der Kriimmungstensor von P durch RM, die
Faserlangenfunktion f und die zur Krimmungsform assoziierte 2-Form w aus-

dricken lafit wie folgt:
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2.1. Lemma

(1) RP @y, Fuy Far0,) = = Foaa — Faa + 5 /)
(2) RE(F,, Fy, Fy, 05) = e {wapp + 3 f.owap }/2-

(3) RY(F,, Fy, Fy, F,) = RM (04, Oy, O, 0a) — 3e*f wapwap /4.

Es sei E eine zweidimensionale Ebene in T'P. Dann gibt es horizontale und
orthonormale Vektoren F,, F, und «, 3 € R mit o + 32 = 1, so da} die Ebene E
aufgespannt wird von aF, + fe~f0, und Fj, und die Schnittkriimmung von E ist
demgemafl gegeben durch

K"E) = RFP(aF,+ Be 10,, Fy, Fy,aF, + pe=f0,)
= a?{RM(0,, 0y, O, 04) — 32 wapwap/4}
+  afBef {wapp + 3 frwan}
+ B —fab— fofo+ €Y, whewpe/4}-

Es seien pps and pp die Ricci-Tensoren von M und P. Bezeichnet ext auflere
und ¢nt innere Multiplikation sowie A = dd den skalaren Laplace-Operator auf
Funktionen und identifiziert man horizontale Vektoren mit ihren Bildern unter
dem Differential der Abbildung 7 : P — M und Vektoren und 1-Formen tber
die Metrik, so ergibt sich aus dem obigen Lemma in invarianter Formulierung die

folgende Aussage:

2.2. Lemma Ist F € TP ein horizontaler Einheitsvektor und T = e~ T0,, so

gelten fiir den Ricci-Tensor von (P, h) die Beziehungen

(1) pp(T,T) = Af = |df|* + e |w]?/4;

(2) pp(T,F) = e/ {—0w(F) + 3w(F,df)}/2;

(3) pp(F,F) = pu(F, F) — e* |int(F)w|?/2 - firr — F(f)*.

Als Bedingung fiir die Positivitat des Ricci-Tensors folgt damit:

2.3. Lemma Der Ricci-Tensor von (P, h) ist positiv definit genau dann, wenn
fiir alle horizontalen Finheitsvektoren F und T = e~ 10, gilt:

pP(FaF)>0 und pP(TaT) pP(FaF)>pP(T7F)2'
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2. Invariante Metriken positiver Ricci-Krimmung

Es sei 7 : E — M ein Faserbiindel mit kompakter Faser F' und Lie-Strukturgruppe
G tber einer kompakten Mannigfaltigkeit M. Existiert auf M eine Metrik g mit
positiver Ricci-Kriimmung, und auf F' eine G-invariante Metrik g mit positiver
Ricci-Krimmung, so triagt nach Bérard Bergery ([B2]) (fiir speziellere Resultate
vergleiche auch Poor ([Poor| und Nash ([Nash]) der Totalraum E eine ausgezeich-
nete Metrik h mit positiver Ricci-Krimmung: Nach Wahl eines G-Zusammenhangs
auf dem zu 7 : E — M assoziierten G-Prinzipalbiindel gibt es nach einem Resul-
tat von Vilms ([Vi]) auf E eine Riemannsche Metrik h, so dafi die Projektion
7w : (E,h) — (M, g) eine Riemannsche Submersion mit total geodétischen und zu
(F,gr) isometrischen Fasern ist. Haben die Metriken g und g positive Ricci-
Krimmung, so gilt dies nicht notwendig fiir h; doch die O’Neill-Formeln und ein
Kompaktheitsargument zeigen, dafl nach Multiplikation der Metrik der Fasern mit
einer hinreichend kleinen positiven Konstanten dann auch die Metrik A auf E diese
Eigenschaft besitzt.

Ist G eine kompakte Liegruppe, m : P — M ein G-Prinzipalbiindel iber M
und das Zentrum von G positiv-dimensional, so gibt es, da jede linksinvariante
Metrik auf einem Torus flach ist, auf G keine invariante Metrik mit positiver
Ricci-Krimmung, und die obige Konstruktion ist somit nicht direkt anwendbar.

Bérard Bergery konnte jedoch unter Verwendung dieses Vorgehens und eines
Deformationsresultates von Aubin ([Au], siehe auch [Eh]) zeigen, daf§ im Fall von
Torus-Prinzipalbiindeln T% — P — M iiber einer Mannigfaltigkeit positiver Ricci-
Kriimmung auch der Totalraum eines solchen Biindels eine Metrik mit positiver
Ricci-Krimmung tragt, falls dieser endliche Fundamentalgruppe besitzt. Dazu
konstruierte er mit dem obigen Ansatz auf dem Totalraum P eine Metrik mit nicht-
negativer Ricci-Krimmung, die in einem Punkt strikt positive Ricci-Krimmung
besitzt, und verwies dann auf das Ergebnis Aubins, nach dem eine Metrik mit
diesen Eigenschaften sich stets in eine Metrik mit auf ganz P positiver Ricci-
Krimmung deformieren 1aft. Allerdings bestehen zwischen der so erhaltenen
Metrik und der Toruswirkung bzw. der Metrik auf der Basis keinerlei Zusam-
menhinge mehr; insbesondere ist die durch die Aubin-Konstruktion gegebene
Metrik auf P weder invariant unter der Strukturgruppe T*, noch ist beziiglich
dieser Metrik die Projektion P — M eine Riemannsche Submersion.

In Verallgemeinerung und Verschirfung dieser Aussagen gilt nach [GPT] je-
doch das folgende Resultat:
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2.4. Satz Es sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer
Metrik positiver Ricci-Kriimmung, G eine kompakte zusammenhangende Liegrup-
pe und 7 : P — M ein G-Prinzipalbiindel iiber M. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:

(a) Die Fundamentalgruppe von P ist endlich.
(b) Auf P existiert eine G-invariante Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-
Kriimmung, beziiglich der die Projektion 7 eine Riemannsche Submersion ist.

Die Endlichkeit der Fundamentalgruppe des Totalraumes ist nach dem Satz
von Bonnet-Myers notwendig fiir die Existenz einer Metrik mit positiver Ricci-
Krimmung. Satz 2.4 zeigt, dal im Kontext von Prinzipalbiindeln auch die Um-
kehrung dieser Aussage gilt.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Konstruktion der G-invarianten
Metrik in Satz 2.4 und den oben geschilderten Verfahren besteht darin, dafl im Be-
weis dieses Satzes anstelle von Metriken mit total geodatischen Fasern ein Warping-
Ansatz (vergleiche hierzu auch die Arbeiten [Anl], [An2], [SY]) verwandt wird, der
es erlaubt, die Metrik langs der Fasern mit einem konformen Faktor zu variieren.
Der Beweis von Satz 2.4 erfolgt in drei Schritten:

Beweis von Satz 2.4 im Fall G = S*.

Die Fundamentalgruppe 71 (P) des S!-Prinzipalbiindels 7 : P — M ist nach
Voraussetzung endlich, und deshalb ist der freie Anteil der Eulerklasse des Biindels
und damit auch seine reelle Eulerklasse e® nicht-trivial.

Es sei 6 ein Prinzipalbiindel-Zusammenhang auf P, dessen Kriimmungsform
) = df mit dem Pullback des harmonischen Reprasentanten w der Kohomolo-
gieklasse 2mel iibereinstimmt. Da w harmonisch ist, gilt dw = 0.

Wihle € > 0, so daf} fiir alle horizontalen Einheitsvektoren F' gilt:
pm(F,F) > e.

Wihle eine nichtleere offene Menge O C M und €; > 0, so da8 fiir alle y € O gilt:
w(y)? > e1.

Wahle auf M eine glatte Funktion ¢, so daf fir alle y ¢ O gilt:
Ag(y) = 1.

Setze f:= —C1 + pp. Wihle C; dergestalt, daf§ fiir alle p € (0,1) gilt:
e2f |int(F)w|? < /3.

Wihle e > 0, so daB fir alle g € (0,1) gilt:
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€2f/4 Z €9.

Waihle gg > 0, so daf§ fiir alle p € (0, gp) und fiir alle F' gilt:
l06.r¢| + |0*F($)?] < /3. Dann gilt pp(F, F) > /3.
Wahle eine Konstante K, so dafl auf O die Ungleichung
pp(T,T) > e162 — Ko
und auf dem Komplement O¢ die Ungleichung
pp(T,T) > 0 — K¢
erfiillt ist und daf ferner gilt:
pp(T,F)? < Ko?.

Es folgt, daB fiir kleine Werte von g das Produkt von pp(7,7T) und pp(F, F)
den Term pp (7T, F)? majorisiert, und nach Lemma 2.3 ist der Ricci-Tensor der
von f und w auf P definierten S!-invarianten Metrik damit positiv definit.

Beweis von Satz 2.4 im Fall G = T*.

Ein T*-Prinzipalbiindel 7 : P — M ist klassifiziert durch k& Kohomolo-
gieklassen ey, ..., ey € H?(M;Z). Bezeichnet beziiglich der kanonischen Zerlegung
von TF, TF = S' x ... x 8!, fir i € {1,...,k} T; < T* den durch Auslas-
sung des i-ten S'-Faktors entstehenden (k — 1)-dimensionalen Untertorus von T*,
so entspricht die Kohomologieklasse e; der Eulerklasse des S!-Prinzipalbiindels
C;:=P/T; —» M.

Die Behandlung des Falles hoherdimensionaler Tori erfolgt iiber ein Induk-
tionsargument. Es sei m : P — M ein T*-Prinzipalbiindel iiber einer kompakten
Mannigfaltigkeit M mit positiver Ricci-Krimmung. Das Biindel sei klassifiziert
durch ey,...,ex € H?(M;Z) mit zugehorigen S'-Prinzipalbiindeln Cy,,...,Ck,
und der Totalraum P habe endliche Fundamentalgruppe. Ferner sei angenom-
men, daf§ Satz 2.4 fiir T*~1-Prinzipalbiindel bereits bewiesen ist.

Beziiglich der Zerlegung T% = T}, x St = T*~1 x S! ist das Biindel 7 : P — M
ein S'-Prinzipalbiindel 7’ : P — P, _; iiber dem durch die S'-Biindel C4, ..., Ci_1
definierten 7%~ !-Prinzipalbiindel m,_q, : Py_1 — M. Aus der langen exakten
Homotopiesequenz der Faserung S! — P — Py_; folgt, dal m1(Px_1) endlich
ist. Nach Induktionsannahme existiert damit auf P,_; eine T~ !-invariante Rie-
mannsche Metrik g1 mit positiv definitem Ricci-Tensor, beziiglich der die Pro-
jektion mg_1 : Pr_1 — M eine Riemannsche Submersion ist.

Ist 6 ein S'-Prinzipalbiindel-Zusammenhang auf dem Biindel 7’ : P — Pj_1,
so 1iBt sich nach Mittelung iiber die 7%~ 1-Wirkung auf P annehmen, daf § unter
der Wirkung von 7%~! invariant und die Kriimmungsform Q = df der Pullback

) = 7*(@) einer geschlossenen und 7%~ !-invarianten 2-Form auf Pj_; ist.
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Es sei w der harmonische Reprasentant der reellen Eulerklasse des Biindels
P — P,_i. Als zusammenhingende Liegruppe wirkt 7%~! auf der Kohomologie
von Pj,_; trivial, und da 7%~ isometrisch wirkt, ist w als harmonische Form T%~1-
invariant. Es gilt @ = w + dn, wobei 7 ebenfalls als T#~!-invariant vorausgesetzt
werden darf. Setzt man © := 6 + w, so ist © ein T*~! invarianter Zusammen-
hang auf dem S!-Prinzipalbiindel 7’ : P — Pj,_; mit assoziierter harmonischer
Krimmungsform w.

Da die Eulerklasse des Biindels 7’ : P — Pj_; nicht-trivial ist, existiert
eine nichtleere offene Teilmenge O C Pj_i, auf der gilt: |w|?> > ¢ > 0. Da
w T*~1-invariant ist, lifit sich annehmen, dafl die Teilmenge © und damit auch
deren Komplement O¢ unter der Wirkung von 7*~! invariant ist. Wihlt man auf
Py, eine glatte Funktion ¢ mit A¢ > 1 auf O so darf nach Mittelung von ¢
iiber die T#~1-Wirkung auch ¢ als T*~!-invariant angenommen werden. Wendet
man nun die im Fall G = S! gegebene Konstruktion an, so erhilt man auf P
eine Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-Kriimmung, die sowohl S!- als auch
T*—linvariant und damit T*-invariant ist. Da die Komposition Riemannscher

Submersionen eine Riemannsche Submersion ist, ist Satz 2.4 fiir Tori bewiesen.

Beweis von Satz 2.4 im allgemeinen Fall.

Es sei G' eine kompakte zusammenhangende Liegruppe und 7 : P — M ein
G-Prinzipalbiindel tiber einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
positiver Ricci-Krimmung. Die Fundamentalgruppe von P sei endlich.

Es sei Z die Zusammenhangskomponente der Identitat des Zentrums von G.
Als zusammenhangende kompakte Abelsche Liegruppe ist Z isomorph zu einem
k-dimensionalen Torus T%. Setzt man G := G/Z und M := P/Z, so definiert
die natiirliche Projektion von M auf M ein G-Prinzipalbiindel. Da G reduktiv
ist, ist G halbeinfach. Somit existiert (vergleiche [Nash]) auf G eine invariante
Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-Krimmung. Wie zu Beginn dieses Para-
graphen dargelegt wurde, existiert deshalb auf M eine G-invariante Metrik he& mit
positiver Ricci-Kriimmung, beztiglich der die Projektion 7 : (M yheg) = (M, g) eine
Riemannsche Submersion mit total geodatischen Fasern ist.

Die natiirliche Projektion von P auf M definiert ein T*-Prinzipalbiindel. Da Z
zentral in G ist, wirkt die Strukturgruppe G auf diesem Prinzipalbiindel. Verfahrt
man nun wie im Beweis von Satz 2.4 fiir Tori und mittelt in der dort angegebenen
Konstruktion bei jedem Schritt zusatzlich iber die kompakte Liegruppe G, so
erhalt man auf P eine G-invariante Metrik A mit positiver Ricci-Kriimmung, be-
ziiglich der die Projektion 7 : (P,h) — (M, g) eine Riemannsche Submersion ist.
Der Beweis von Satz 2.4 ist damit vollstandig. O
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3. Positive Schnittkrimmung und Kontaktstrukturen

Auf die Frage, wann Totalraume von Biindeln iiber kompakten Mannigfaltigkeiten
positiver Schnittkrimmung (invariante) Metriken mit positiver Schnittkrimmung
tragen, gibt es trotz zahlreicher Bemiithungen und der Untersuchung verwandter
Fragestellungen (vergleiche hierzu, insbesonders im Hinblick auf die Konstruktion
von Metriken nichtnegativer Kriimmung, etwa die Arbeiten [Chal, [Ch3], [DR],
[GrZ], [Ri], [We3], [Yang] und die darin enthaltenen Referenzen) bis heute keine
befriedigenden Antworten.

Dies gilt bereits im Fall von S!-Prinzipalbiindeln. Stellt man hier die Lemma
2.3 entsprechende Positivitatsbedingung fiir die Schnittkrimmungen auf, ist zu-
nachst nicht ersichtlich, wie sich die auftretenden Ableitungen der Faserlangen-
funktion f und der Kriimmungsform w im allgemeinen in geeigneter Weise kon-
trollieren lieflen. Zudem ist nicht klar, wie man nun ausnutzen konnte, dafl sich die
Krimmungsform als harmonische Form wahlen 148t, so dafl ihr Kodifferential dw
verschwindet. Im Falle des Ricci-Tensors waren aufgrund des Verschwindens des
Kodifferentials die Terme pp(7T, F') unabhéngig von Ableitungen von w (vergleiche
Lemma 2.2), und diese Tatsache ging in den Beweis von Satz 2.4 entscheidend ein.

Um die Positivitatsbedingungen zu vereinfachen, bietet es sich (wie in den
oben genannten Arbeiten geschehen) zur Kontrolle der Ableitungen an, anstelle
allgemeiner Warping-Funktionen nur den Fall total geodatischer Fasern, also kon-
stanter Langenfunktion, zu betrachten. Mit dieser Spezialisierung folgt:

2.5. Bemerkung Essei 7 : P — M ein S'-Prinzipalbiindel iiber einer kompak-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) positiver Schnittkriimmung mit endli-
cher Fundamentalgruppe des Totalraumes und Eulerklasse e. Verwendet man fiir
die Faserldngenfunktion f in der in Abschnitt 1 definierten Metrik A = h(f,w) mit
w = 2me® den Ansatz f := In(t), t > 0, so ist die Projektion 7 : (P, h) — (M, g)
eine Riemannsche Submersion mit total geodatischen Fasern der Lange 2xt, und
in der Notation des ersten Abschnitts dieses Kapitels gilt:

Genau dann existiert ein tg > 0, so daf fir alle 0 < ¢t <ty die Metrik h = h;
auf P positive Schnittkrimmung besitzt, wenn es ein t; > 0 gibt, so daf} fir alle
orthonormalen Einheitsvektoren F, F' € T'M neben der — leicht zu erfullenden —
Bedingung RM(F, F',F',F) > 3/4 t2 w(F, F')? die folgende Ungleichung erfiillt
ist:

lint(F)w |* (RM(F,F', F', F) = 3/4t1 (w(F, F")*) > ((Vpw)(F,F') )?
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Da die obige Ungleichung die Metrik auf M und die Krimmungsform w in
nicht-trivialer Weise miteinander koppelt, erweist sich diese jedoch ebenfalls als im
allgemeinen schwer verifizierbare Bedingung. Die einzigen uns bekannten Beispiele
kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten M, in denen diese Un-
gleichung — und dann trivialerweise — erfiillt ist, sind die komplex-projektiven
Raume mit ihrer Kahlerschen Fubini-Study-Metrik. Aus diesen erhalt man mit
der obigen Konstruktion letztlich nur die Hopf-Faserungen der ungeradedimensio-
nalen Spharen, so dafl Bemerkung 2.5 keine neuen Beispiele von Mannigfaltigkeiten
mit positiver Schnittkrimmung liefert.

Gleiches gilt, wenn man diese Konstruktion von S!-Prinzipalbiindeln auf G-
Prinzipalbiindel oder assoziierte G-Biindel erweitert, deren Strukturgruppen in-
variante Metriken mit positiver Schnittkriimmung tragen, also (vergleiche [Wal)
auf die Falle G = SO(3) und G = Spin(3) = S3. Die Bedingung, daf die Fasern
total geodatisch und positiv gekriimmt sein miissen, ist so einschrankend, dafl sich
mit dieser Methode hier bislang nur die Hopf-Faserung S” — S* und zur Familie
der Aloff-Wallach-Réaume gehorende S3-Biindel iiber CP? rekonstruieren lassen.

Diese Ergebnisse haben dennoch eine interessante Konsequenz, denn Bemer-
kung 2.5 weist auf einen eventuellen Zusammenhang zwischen Metriken positiver
Schnittkrimmung und der Existenz von Kontaktstrukturen auf der unterliegenden
Mannigfaltigkeit hin:

Es sei P eine kompakte Mannigfaltigkeit mit positiver Schnittkrimmung, auf
der S! frei und isometrisch operiert. Fafit man P als S!-Prinzipalbiindel iiber
dem mit der induzierten Metrik versehenen Qutotientenraum M := P/S! auf, so
ist die Quotientenabbildung 7 : P — M eine Riemannsche Submersion. Es sei
w die zu dem von der Metrik auf P definierten Prinzipalbiindel-Zusammenhang 6
assoziierte geschlossene 2-Form auf M.

Falls nun zusétzlich gilt, dal samtliche S'-Orbiten gleiche Lange haben, die
Fasern von 7 also total geodatisch sind, so folgt aus der in Bemerkung 2.5 auftre-
tenden Ungleichung (oder direkt aus den O’Neill-Formeln [O’N]), daf} in diesem
Fall aufgrund der Positivitat der Schnittkriimmung von P der Ausdruck

| int(F)w||?
nie verschwinden darf.
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Die Krummungsform w ist deshalb notwendig nichtentartet und damit eine
symplektische Form. Daraus folgt, daff auf der Mannigfaltigkeit P eine spezielle
(in der Terminologie von Boothby und Wang (vergleiche ([BW]) : “regulére”)
Kontaktstruktur existiert.

Die O’Neill-Formeln lassen sich leicht auf Abbildungen zwischen Riemann-
schen Orbifolds verallgemeinern, ebenso der Begriff der symplektischen Form (siehe
dazu [Tu3] und [We2]). Die entsprechende Verallgemeinerung des Begriffs der
regularen Kontaktstruktur zur so genannten fast regularen Kontaktstruktur, die
auf einer kompakten Mannigfaltigkeit dadurch charakterisiert ist, dafl das zur Kon-
taktform assoziierte Reeb-Vektorfeld eine Seifert-Faserung definiert, findet sich bei
Thomas (vergleiche [Tho]). Kann man anstelle von einer freien nur von einer
fixpunktfreien S'-Aktion ausgehen, werfen die oben angestellten Betrachtungen
deshalb die allgemeine Frage auf:

2.6. Frage Es sei P eine kompakte Mannigfaltigkeit positiver Schnittkrimmung,
auf der eine isometrische und fixpunktfreie S'-Wirkung existiert. Besitzt P dann
eine fast regulare Kontaktstruktur 7

Es sei darauf hingewiesen, daf§ aufgrund eines Resultates von Berger (siehe
[Ko2]), nach dem jedes Killing-Feld auf einer positiv gekriimmten Mannigfaltigkeit
gerader Dimension in mindestens einem Punkt verschwindet, eine jede solche Man-

nigfaltigkeit P notwendigerweise ungerade Dimension besitzt.

Eine positive Antwort auf die obige Frage wiirde zusatzliche topologische Re-
striktionen fiir die Existenz von Metriken mit positiver Schnittkrimmung liefern
und ist fir das Studium der Struktur positiv gekrimmter Mannigfaltigkeiten
von allgemeinem Interesse, weil die Existenz fixpunktfreier und isometrischer S*-
Wirkungen auf positiv gekrimmten Mannigfaltigkeiten in einer grofien — in Di-
mension 7 und 13 : unendlichen — Zahl von Fallen automatisch gegeben ist, denn
nach einem Resultat aus [Tu3] (siehe auch Satz 5.1 der vorliegenden Arbeit) gilt:

In jeder Dimension m und fir jedes 6 > 0 gibt es bis auf Diffeomorphie
nur endlich viele einfach zusammenhingende J-gepinchte Mannigfaltigkeiten, auf
denen keine fixpunktfreie und (nach eventueller Abdnderung der Metrik in eine
§/2-gepinchte Metrik positiver Schnittkriimmung) isometrische S'-Wirkung exi-
stiert.
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3. Endlichkeit und zweite Homotopiegruppe

Geometrische Endlichkeitssatze verallgemeinern Klassifikationsresultate und lie-
fern gleichzeitig Obstruktionen fiir die Konstruktion unendlicher Beispielserien
von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die deren Hypothesen erfiillen.

In den bis 1998/99 bekannten Endlichkeitssétzen, die nur unter den Voraus-
setzungen von Volumen-, Krimmungs- und Durchmesserschranken Diffeomorphie-
typenendlichkeit ergeben, also (siehe die Einleitung der vorliegenden Arbeit) in den
Endlichkeitsaussagen von Anderson-Cheeger, Cheeger, Grove-Petersen-Wu und
Perelman, ist eine untere positive Schranke fiir das Volumen, die mogliches Kolla-
bieren ausschliefit, notwendig fiir deren Giiltigkeit.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels, welches Ergebnisse der Arbeit [PT| préa-
sentiert, behandelt einen Satz, in dem statt einer unteren Volumenschranke eine
rein topologische — und Kollaps-Phanomene erlaubende — Bedingung verwandt
wird, um Diffeomorphietypenendlichkeit zu garantieren.

Im zweiten Abschnitt wird dieses Resultat zur Herleitung eines geometrisch-
topologischen Klassifikationssatzes fiir kompakte einfach zusammenhangende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten beschrankter Kriimmung und beschrankten Durch-

messers benutzt.

1. Diffeomorphietypenendlichkeit und zweite Homotopie

Dieser Abschnitt behandelt den Beweis und erste Konsequenzen des folgenden
Resultats:

3.1 Satz Fiir gegebene m, C, und D enthalt die Klasse aller m-dimensionalen
kompakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten mit endlicher zweiter
Homotopiegruppe, welche eine Riemannsche Metrik mit Schnittkriimmung |K| <
C' und Durchmesser < D tragen, nur endlich viele Diffeomorphietypen.
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Da aus einer Ricci-Pinching-Bedingung der Form Ricc > 6 > 0, K < 1 eine
untere Schranke fiir die Schnittkrimmung folgt, ergibt sich aus diesem Resultat
und dem Satz von Bonnet-Myers speziell im Hinblick auf positive Krimmung;:

3.2. Korollar Fiir jedes gegebene m und 6 > 0 gibt es bis auf Diffeomorphie
nur endlich viele kompakte einfach zusammenhangende m-Mannigfaltigkeiten mit
endlicher zweiter Homotopiegruppe, welche eine Riemannsche Metrik tragen, die
die Bedingung Ricc > ¢, K < 1 erfiillt.

3.3. Bemerkung Aus Korollar 3.2 ergibt sich insbesondere, dafl — so wie dieses
auch bei den Aloff-Wallach—, Eschenburg— und Bazaikin-Raumen der Fall ist —
die generischen Elemente jeder neuen unendlichen Beispielserie von kompakten ein-
fach zusammenangenden Mannigfaltigkeiten fester Dimension und uniform positiv

gepinchter Schnittkrimmung notwendig positive zweite Bettizahl besitzen miissen.

3.4. Bemerkung Uniform positiv gepinchte unendliche Folgen paarweise nicht-
diffeomorpher Aloff-Wallach—, Eschenburg— und Bazaikin—-Raume zeigen zudem,
dafl in allgemeiner Dimension (vergleiche hierzu allerdings auch Satz 4.4) in Satz
3.1 die Voraussetzung einer endlichen zweiten Homotopiegruppe notwendig ist.
Interessanterweise ist in Satz 3.1 jedoch keine uniforme Schranke fiir die Ordnung
der zweiten Homotopiegruppe erforderlich; diese ist vielmehr eine Konsequenz.

3.5. Bemerkung Im Gegensatz zu der bei Cheegers Endlichkeitssatz vorliegen-
den Situation ist die Voraussetzung der Existenz einer uniformen oberen Kriim-
mungsschranke fiir die Giltigkeit von Satz 3.1 notwendig, und dies selbst in der
nichtnegativ gekriimmten Kategorie. Dies zeigt eine von Grove und Ziller (siehe
[GrZ]) konstruierte unendliche Beispielserie paarweise nichtdiffeomorpher kompak-
ter zweifach zusammenhangender 7-Mannigfaltigkeiten mit Metriken nichtnega-
tiver Schnittkriimmung, welche Totalriume von S3-Biindeln iiber S$* sind.

Der Beweis von Satz 3.1 benutzt neben Satz 1.31 wesentlich das folgende
Lemma, welches die Rolle der zweiten Homotopiegruppe verdeutlicht.

Vor dessen Formulierung und Beweis sei nochmals daran erinnert, daf} in
der vorliegenden Arbeit zwei G-Mannigfaltigkeiten als G-aquivariant diffeomorph
bezeichnet werden, falls ein Diffeomorphismus der Mannigfaltigkeiten existiert,
welcher nach eventueller Komposition mit einem Automorphismus von G die G-

Wirkungen auf den Mannigfaltigkeiten miteinander konjugiert.
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3.6. Lemma Es seien G eine kompakte zusammenhangende Liegruppe mit
endlicher Fundamentalgruppe sowie (F,G x T*) und (F',G x T*) kompakte ein-
fach zusammenhangende G x T* - Mannigfaltigkeiten mit endlichen zweiten Ho-
motopiegruppen. Die Wirkungen der Untergruppen G < G xT* und T* < G x T*
auf F und F' seien frei, und es gebe einen G-Diffeomorphismus h : (F/T*,G) —
(F'/T*, G).

Dann existiert ein G x T*-Diffeomorphismus h : (F,G x T*) — (F',G x T*),
so daf}, wenn m und 7' die kanonischen Projektionen auf die Torus-Quotienten

bezeichnen, das folgende Diagramm kommutiert:

(F,GxTF) 5 (F',Gx T

| |

(F/TF,G) - (F'/T*G)

Beweis von Lemma 3.6:
Setzt man abkiirzend (Y,G) := (F/T*,G) und identifiziert (F/T* G) mit
(F'/T*, Q) iiber den G-Diffeomorphismus h, so zeigt das Teilstiick

0= 7T2(Tk) — 7T2(F) — 7T2(Y) _e) 7T1(Tk) — 7T1(F) =0

der langen exakten Homotopiesequenz des Faserbiindels 7% — F — Y, in
welchem die Abbildung e € H?(Y;ZF) das T*-Biindel-Pendant der Eulerklasse
von S1-Biindeln (siehe [No], [Spa]) bezeichnet:

Der freie Anteil von m2(Y), mo(Y)/Tor, ist isomorph zu Z*, und die Euler-
klassenabbildung e vermittelt einen Isomorphismus 75 (Y)/Tor = i (T*).

Dieser Isomorphismus von Gittern induziert einen eindeutig bestimmten Iso-
morphismus A : T* — T* wobei der erste Torus 7% auf F, der zweite auf
F' wirkt, so daf sich annehmen 1i8t, dal ein und derselbe Torus 7% auf den
Mannigfaltigkeiten F' und F’ wirkt und diese als Biindel iiber Y dieselbe Eu-
lerklasse besitzen. Es folgt, dafl zwischen F' und F’ ein T*-Diffeomorphismus
h* : (F,T*) — (F',T*) existiert, fiir den das folgende Diagramm kommutiert:

(F,TF) S (R TR

| |

(F/TF,G) 5 (F'/T*,G)
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Um nun zu zeigen, dafl die Mannigfaltigkeiten F' und F' tatsichlich sogar
G x T*-aquivariant diffeomorph sind, geniigt es, den Diffeomorphismus A* in
geeigneter Weise abzuandern. Dazu benutzt man eine Schwerpunktskonstruktion,
die in ahnlicher Weise bereits in einer Arbeit von Grove und Karcher ([GrK])
verwendet wurde und auf der folgenden geometrischen Idee beruht:

Nach Anwendung des Diffeomorphismus A* : FF — F’ "rotiert” man jeden
T*-Orbit T* - h*(x) von F' durch Multiplikation mit einem geeigneten Element
w~t(z) € T*. Daraus erhélt man eine glatte Abbildung w=?! : F — T*, die T*-
invariant ist, also fiir alle 7 € T* und € F die Gleichung w=!(rz) = w™1(x)
erfiillt, und die Abbildung h:= w1 h* liefert daraufhin die gewiinschte Konju-
gation der G x T*-Wirkungen.

Da die kanonischen Projektionen 7 und 7’ mit den G-Wirkungen auf F' und
F' kommutieren, ergibt sich aus dem vorstehenden kommutativen Diagramm, dafl
fir alle ¢ € G und = € F die Beziehung 7’ o h*(gx) = n'(gh*(z)) erfillt ist und
deshalb h*(gz) und gh*(z) stets im gleichen Orbit der freien T*-Wirkung auf F’
enthalten sind. Deshalb existiert eine Abbildung 1 : G x F — T* mit

n(g, v)h*(g9x) = gh*(z).

Die Abbildung 7 ist zudem T*-invariant, erfiillt also fiir alle 7 € T*, ¢ € G und
x € F die Beziehung (g, 72) = (g, ), und ferner gilt

(<) n(g'g,x) =nlg',gz)n(g, z).

Fiir x € F bezeichne nun w(z) den Mittelwert der Abbildung 7(-,x) tiber die
kompakte Liegruppe G.

Dieser Mittelwert ist wohldefiniert: Da die Fundamentalgruppe von G' nach
Voraussetzung endlich ist, existiert ein stetiger Lift von n zu einer Abbildung 7 :
G x F — RF in die universelle Uberlagerungs—Liegruppe R* von T* = R¥ /Z*. Da
alle solchen Lifte sich nur durch eine Translation aus Z* voneinander unterscheiden,
unterscheiden sich die Mittelwerte verschiedener Lifte von n ebenfalls nur durch
Elemente aus Z*, so daf§ die Projektionen dieser Mittelwerte zuriick auf den Torus

fiir festes x jeweils dasselbe Element ergeben.

Aus Integration der Gleichung (x) iiber ¢’ folgt, daf fiir alle z € F fiir den
Mittelwert w(z) gilt:

w(zx) = n(g, x)w(gz).
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Die Abbildung i : F — F', definiert durch die Vorschrift z — h(z) :=
w~(z)h* (z) mit w(z)w(z) = id € T*, vermittelt nun einen (G x T*)-dquivari-
anten Diffeomorphismus zwischen F' und F”:

Da die G- und T*-Wirkungen auf F' und F’ miteinander kommutieren, gilt:

gh(z) =
= w ™ (@)gh* (x) = w™ (@)n(g. 2)h* (g2) = w™ (2)n(g, ©)w(gz)h(gx) =
= h(gz).

DaB h nicht nur eine algebraische Konjugation der G' x T*-Wirkungen be-
werkstelligt, sondern tatsichlich ein Diffeomorphismus ist, ergibt sich (fiir eine
andere Begriindung siehe [PT]) aus folgendem Argument: Auf jedem T*-Orbit ist
die Abbildung w~! nach Konstruktion T*-iquivariant. Da die einzigen T*-iqui-
varianten Abbildungen des k-dimenionalen Torus auf sich selbst aus Translationen

mit Elementen aus T% bestehen, ist w™! auf einer Faser einfach durch die Aktion
eines Toruselementes gegeben und h deshalb ein Diffeomorphismus. O

Beweis von Satz 3.1:

Da es in Dimension 1 und 2 keine kompakten einfach zusammenhangenden
Mannigfaltigkeiten mit endlicher zweiter Homotopiegruppe gibt, 1af3t sich zunachst
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl die Dimension m der be-
trachteten Mannigfaltigkeiten grofler als 2 ist und die Strukturgruppe und Faser
SO(m) der Rahmenbiindel damit endliche Fundamentalgruppe besitzt.

Falls die in Satz 3.1 behauptete Aussage nicht zutrifft, existieren m, C, D und
eine unendliche Folge (M, gn)nen von kompakten einfach zusammenhiangenden
m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit endlichen zweiten Homo-
topiegruppen und Schnittkriimmung |K(M,,)| < C sowie Durchmesser < D, die
paarweise nichtdiffeomorph sind.

Aus Cheegers Endlichkeits- und Gromovs Priakompaktheitssatz folgt, dafl
nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge die Mannigfaltigkeiten M,, beziiglich
des Hausdorff-Abstandes gegen einen kompakten Alexandrov-Raum einer Dimen-

sion m — k < m konvergieren.

Nach Satz 1.31 existiert zu € > 0 eine unendliche Teilfolge der Folge (M, )nen,
so daf} auf den orientierten Rahmenbiindeln der Elemente M,, dieser Teilfolge in-
variante reine N-Strukturen p, : FM, — Y, von positivem Rang existieren,
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die durch freie und mit den freien SO(m)-Wirkungen auf den Rahmenbiindeln
kommutierende T*-Wirkungen gegeben sind, sowie auf den M,, beziiglich der N-
Strukturen invariante Metriken g,, = g;, existieren, die die in Satz 1.31 genannten
Eigenschaften besitzen. Insbesondere sind sdmtliche SO(m) = (SO(m) x T*)/T*-
Mannigfaltigkeiten Y,, = F,/T* in dieser Teilfolge SO(M)-iquivariant diffeo-
morph.

Da nach Voraussetzung die zweiten Homotopiegruppen der Mannigfaltigkeiten
M, endlich sind, gilt fiir die zweiten Homotopiegruppen der Rahmenbiindel F'M,,
dasselbe.

Gibt es unter den Elementen dieser Teilfolge der M,, zwei Mannigfaltigkeiten,
deren orientierte Rahmenbiindel einfach zusammenhangend sind, so zeigt Lemma
3.6, auf deren Rahmenbiindel angewandt, dafl diese Mannigfaltigkeiten (sogar
T*-iquivariant) diffeomorph sind, was einen Widerspruch zur urspriinglichen An-

nahme ergibt.

Gibt es dagegen in der Teilfolge der M,, keine zwei Mannigfaltigkeiten, deren
orientierte Rahmenbiindel F'M,, einfach zusammenhéngend sind (dies ist beispiels-
weise der Fall, wenn sidmtliche M, triviale zweite Homotopiegruppe besitzen), so
betrachtet man stattdessen die universellen Riemannschen Uberlagerungen F,, :=
F M,, der Rahmenbiindel F'M,,. Da alle Mannigfaltigkeiten M, einfach zusam-
menhangend sind, sind die F;, zweiblattrige ﬂberlagerungen von F'M,, und die
freie SO(m)-Wirkung auf F'M,, 148t sich zu einer die SO(m)-Wirkung iiberlagern-
den Wirkung von Spin(m) auf F, liften. Ebenso liftet sich die freie T*-Wirkung
auf F'M,, zu einer mit der Spin(m)-Wirkung kommutierenden und isometrischen
freien Wirkung auf F;,, und mit Lemma 3.6 ergibt sich wiederum ein Widerspruch
zur Annahme, dafi samtliche M,, als paarweise nichtdiffeomorph vorausgesetzt

wareil. O]

Es 148t sich vermuten, dafl Satz 3.1 auf Alexandrov-Raume iibertragbar ist,

und folglich gelten sollte:

Fir gegebene m, C', und D enthalt die Klasse aller m-dimensionalen kompak-
ten einfach zusammenhangenden Alexandrov-Raume mit endlicher zweiter Homo-
topiegruppe, die im Alexandrov-Sinn beidseitig beschréinkte Kriimmung |K| < C
und Durchmesser < D besitzen, nur endlich viele Homoomorphietypen.
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2. Universelle Torusbundel und Klassifikation

Aus Satz 3.1 ergibt sich in Kombination mit Gromovs Bettizahlensatz ein geo-
metrisch-topologisches Klassifikationsresultat fiir einfach zusammenhangende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten beschrankter Kriimmung und beschrankten Durch-
messers. Dieses zeigt, dafl samtliche solcher Mannigfaltigkeiten diffeomorph sind
zu Quotienten endlich vieler kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltig-
keiten nach freien Wirkungen von Tori:

3.7. Satz Fir gegebene m, C' und D existiert eine nur von diesen Grofien
abhangende endliche Anzahl kompakter glatter einfach zusammenhingender Man-
nigfaltigkeiten E; mit endlichen zweiten Homotopiegruppen, so daf} gilt:

Jede m-dimensionale kompakte einfach zusammenhangende glatte Mannig-
faltigkeit M, auf der es eine Riemannsche Metrik mit Schnittkrimmung |K (M)| <
C' und Durchmesser diam(M) < D gibt, ist diffeomorph zu einem Quotienten
M = E; /T*i einer der Mannigfaltigkeiten E; nach einer freien Wirkung eines
kj-dimensionalen Torus mit 0 < k; = dim E; — m.

Der Beweis von Satz 3.7 benutzt das Konzept des universellen Torusbiindels
einer einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeit, welches definiert ist wie folgt:

3.8. Definition Das universelle Torusbiindel einer kompakten einfach zusam-
menhangenden glatten Mannigfaltigkeit M ist definiert als eine kompakte glatte
emnfach zusammenhangende Mannigfaltigkeit E, fir die gilt:

Die zweite Homotopiegruppe von E st endlich, und fiur eine nichtnegative
natirliche Zahl k ist E der Totalraum eines T*-Prinzipalbiindels iber M.

Aus der Klassifikation von Torus-Prinzipalbiindeln und der langen exakten
Homotopiesequenz folgt, daf das universelle Torusbiindel 7% — E — M einer
kompakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeit M existiert und ein-
deutig bestimmt ist und die Dimension des Torus T mit der zweiten Bettizahl

von M ibereinstimmt.

Beweis von Satz 3.7:

Fiir gegebene m, C' und D sei M eine m-dimensionale kompakte einfach
zusammenhangende glatte Mannigfaltigkeit M, auf der eine Riemannsche Metrik
mit Schnittkriimmung |K (M )| < C' und Durchmesser diam(M) < D existiert.
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Nach Gromovs Bettizahlensatz gibt es eine nur von m, C' und D abhéngende
Konstante Bs, so dafl die zweite Bettizahl einer jeden solchen Mannigfaltigkeit M
die Ungleichung bs (M) < Bs erfiillt. Deshalb ist die Dimension der universellen
Torusbiindel samtlicher dieser Mannigfaltigkeiten beschrankt durch m + Bs.

Da Tori flache Metriken tragen, folgt aus O’Neills Formeln fiir Riemannsche
Submersionen (siehe [O’N]), daf auf jedem dieser universellen Torusbiindel eine
Riemannsche Metrik existiert, deren Kriimmung und Durchmesser durch nur von
C' und D abhangige Konstanten beschrankt ist.

Weil die Dimensionen der universellen Torusbiindel nach oben beschrankt und
deren zweite Homotopiegruppen nach Definition endlich sind, gibt es nach Satz
3.1 unter samtlichen dieser Biindel damit nur endlich viele Diffeomorphietypen.

Die restlichen Behauptungen des zu beweisenden Satzes sind offensichtlich
erfiillt. OJ

Satz 3.7, auf dessen weitere Konsequenzen im nachsten Kapitel noch naher
eingegangen wird, laflt sich insbesondere auf Mannigfaltigkeiten anwenden, die
Pinching-Bedingungen der Form Ricc > 6 > 0, K <1 erfiillen.

Hier ist hervorzuheben, daf} fiir solche Mannigfaltigkeiten und ihre universel-
len Torusbiindel iber Satz 3.7 hinaus zusatzlich auch enge Beziehungen zwischen
deren geometrischen Eigenschaften bestehen. Denn nach Satz 2.4 existiert auf dem
universellen Torusbiindel einer Mannigfaltigkeit mit positiver Ricci-Krimmung
eine Metrik, die selbst positive Ricci-Krimmung besitzt und zudem unter der
Torus-Strukturgruppe invariant ist, so daf folgt:

3.9. Korollar Fiir jedes m und 6 > 0 existieren endlich viele kompakte glatte
einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeiten E mit endlichen zweiten Homo-
topiegruppen und folgenden FEigenschaften:

Ist M eine m-dimensionale kompakte einfach zusammenhangende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit, deren Metrik die Bedingung Ricc > 0, K < 1 erfiillt, so
existiert auf einer der Mannigfaltigkeiten E eine unter der freien Wirkung eines
ba(M)-dimensionalen Torus invariante Metrik mit positiver Ricci-Kriimmung, und
M ist isometrisch zu dem mit der induzierten Submersionsmetrik versehenen Quo-

tientenraum.

Es ware interessant zu wissen, ob ein analoger Sachverhalt gilt, wenn man
anstelle der Ricci- die Schnittkrimmung betrachtet. Dazu bediirfte es eines Pen-
dants von Satz 2.4 beziehungsweise der Klarung des folgenden Problems:
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3.10. Frage Existiert auf dem universellen Torusbiindel einer kompakten einfach
zusammenhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeit mit positiver Schnittkrim-
mung eine unter der Strukturgruppe invariante Metrik, die selbst auch positive

Schnittkrimmung besitzt?

Hindernisse fiir die Existenz solcher Metriken sind nicht bekannt. Bislang
ist jedoch sogar unklar, ob sich auf den universellen Torusbiindeln von positiv
gekrimmten Mannigfaltigkeiten iiberhaupt Metriken mit positiver Schnittkrim-

mung konstruieren lassen.

ol
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4. Endlichkeit bei einfachem Zusammenhang

Gegenstand dieses Kapitels sind Endlichkeitsaussagen fiir kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeiten beschrankter Krimmung und beschrankten Durchmessers, an
deren Topologie als einzige Voraussetzung die Bedingung gestellt ist, dafl die
Mannigfaltigkeiten einfach zusammenhangend sind.

Der erste Abschnitt des vorliegenden Kapitels behandelt einen Endlichkeits-
satz fur die Homotopiegruppen von kompakten einfach zusammenhangenden Man-
nigfaltigkeiten mit beschrankter Krimmung und beschranktem Durchmesser von
beliebiger Dimension, der zweite Abschnitt ein fir solche Mannigfaltigkeiten bis
einschliefllich Dimension 6 giiltiges Endlichkeitsresultat fir Diffeomorphietypen.
Beide Abschnitte basieren auf der Arbeit [Tu4].

1. Homotopiegruppenendlichkeit

Als Anwendung von Satz 3.7 ergibt sich zunéchst der folgende Endlichkeitssatz

fiir Homotopiegruppen:

4.1 Satz Fiir gegebene m, C' und D und jede natiirliche Zahl ¢ € N existiert eine
nur von diesen Groflen abhéngige endliche Menge I1; von (Isomorphieklassen von)
endlich erzeugten Abelschen Gruppen, so daf gilt:

Fiir jede m-dimensionale kompakte einfach zusammenhangende glatte Man-
nigfaltigkeit, auf der es eine Riemannsche Metrik mit Schnittkrimmung |K| < C
und Durchmesser < D gibt, ist die i-te Homotopiegruppe dieser Mannigfaltigkeit
in der Menge 11; enthalten.

4.2 Bemerkung Eine schwachere Endlichkeitsaussage fiir die Homotopiegrup-
pen kompakter Mannigfaltigkeiten mit beschrankter Kriimmung und beschrank-
tem Durchmesser findet sich bei Rong (vergleiche [Rol]). Anstelle der Endlichkeit
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der Isomorphieklassen der Homotopiegruppen m;(M) wird dort unter denselben
Voraussetzungen wie in Satz 4.1 die Endlichkeit der Isomorphieklassen der ratio-
nalen Homotopiegruppen 7;(M) ® Q bewiesen.

4.3. Bemerkung Anhand eines einfachen Diagonalfolgenargumentes ergibt sich,
dafl unter den Aloff-Wallach—, Eschenburg— und Bazaikin-Raumen unendliche Fol-
gen paarweise nichtdiffeomorpher und uniform positiv gepinchter Mannigfaltigkei-
ten fester Dimension existieren, die somit insbesondere die Voraussetzungen von
Satz 4.1 erfiillen, aber deren i-te Homotopiegruppen fiir jedes ¢ € N identisch sind.
Diese Raume lassen sich also nur durch feinere topologische Invarianten voneinan-
der unterscheiden.

Im néchsten Abschnitt dieses Kapitels wird ersichtlich werden, dafl solche
Phanomene allerdings erst ab Dimension 7 auftreten konnen und dafi Endlichkeits-
aussagen fiir Homotopiegruppen wie Satz 4.1 dazu beitragen konnen, in kleineren
Dimensionen den Diffeomorphietyp tatsachlich bis auf endlich viele Moglichkeiten

zu fixieren.

Beweis von Satz 4.1:

Fir gegebene m, C' und D sei M eine m-dimensionale kompakte einfach
zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung |K| <
C' und Durchmesser < D.

Das universelle Torusbiindel T — E — M von M ist eine kompakte einfach
zusammenhangende Mannigfaltigkeit mit endlicher zweiter Homotopiegruppe der
Dimension m + k = m + ba (M), und da Tori asphérisch sind, folgt aus der langen
exakten Homotopiesequenz

v i (TF) = m(B) = my(M) — -+« — my (TF) 2 ZF — 0
des Prinzipalbiindels T — E M, da$

e fiir 3 < i € N die i-te Homotopiegruppe m;(M) von M zu 7;(E) isomorph ist,
und
e (M) isomorph ist to mo(E) & ZE.

Da nach Satz 3.7 fir gegebene m, C' und D nur endlich viele nichtdiffeomor-
phe universelle Torusbiindel E existieren und (siehe [No]) die Homotopiegruppen
kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten endlich erzeugt sind,
ist Satz 4.1 bewiesen. O
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2. Diffeomorphietypenendlichkeit in niedriger Dimension

Das Hauptresultat dieses Abschnittes zeigt, dafl sich in Dimensionen kleiner als 7
in Cheegers Endlichkeitssatz die Voraussetzung einer unteren positiven Schranke
fiir das Volumen der betreffenden Mannigfaltigkeiten durch die rein topologische
Bedingung, einfach zusammenhangend zu sein, ersetzen lafit und zudem in diesen
Dimensionen der Endlichkeitssatz 3.1 auch ohne die Annahme der Endlichkeit der
zweiten Homotopiegruppen gilt:

4.4. Satz Fir gegebene m < 7, C und D gibt es nur endlich viele Diffeomorphie-
typen von kompakten glatten einfach zusammenhangenden m-Mannigfaltigkeiten,
auf denen eine Riemannsche Metrik mit Schnittkriimmung |K| < C' und Durch-
messer < D existiert.

4.5. Korollar Fiir m < 7 und jedes 6 > 0 gibt es bis auf Diffeomorphie nur
endlich viele kompakte glatte einfach zusammenhangende m-Mannigfaltigkeiten,
welche eine Riemannsche Metrik tragen, die die Bedingung Ricc > 0, K <1
erfiillt.

4.6. Bemerkung Korollar 4.5 erklart insbesondere, warum unendliche Beispiel-
serien kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten mit uniform
positiv gepinchter Schnittkriimmung frithestens in Dimension 7 auftreten konnen

(vergleiche hierzu auch Bemerkung 4.15).

4.7. Bemerkung Besondere Implikationen ergeben sich aus Satz 4.4 fir die
Differentialtopologie und Differentialgeometrie von 4-Mannigfaltigkeiten, denn in
dieser Dimension gibt es kompakte einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeiten
festen Homoomorphietyps, auf denen unendlich viele nichtdiffeomorphe differen-
zierbare Strukturen existieren (beispielsweise die algebraische Flache CP?# 9CP2,
siehe [FM]).

Da der Totalraum eines Torus-Prinzipalbundels iiber einer kompakten Man-
nigfaltigkeit nach Vorgabe einer Metrik auf der Basis stets eine Metrik mit ahn-
lichen Krimmungs- und Durchmesserschranken tragt, ergibt sich aus Satz 4.4 als
rein topologische Konsequenz:
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4.8. Bemerkung Fir k + | < 7 existieren tiber einer gegebenen kompakten
glatten l-Mannigfaltigkeit nur endlich viele T*-Prinzipalbiindel mit einfach zusam-

menhangenden und nichtdiffeomorphen Totalraumen.

4.9. Bemerkung Geeignete Folgen von Aloff-Wallach— oder Eschenburg-Raumen
und deren Produkte mit Sphiiren S*¥, k > 2, sowie das folgende Beispiel zeigen,
daf3 in jeder Dimension m > 7 Gegenbeispiele zu Satz 4.4 existieren:

Es bezeichne M die zusammenhingende Summe S3 x CP?# S3 x CP2.

Es seien # € HZ?(CP?;Z) beziechungsweise y € HZ?(CP?;Z) Erzeuger der
zweiten ganzzahligen Kohomologie des CP?-Faktors des ersten beziehungsweise des
zweiten Summanden von M, und v € H3(S3;Z) bezichungsweise v € H>(S%;7)
Erzeuger der dritten Kohomologie der entsprechenden S3-Faktoren.

Fur k,l € Z bezeichne P = P ; den Totalraum des S'-Prinzipalbiindels
St — P, — M tber M mit der Eulerklasse ey; := kx + ly. Sind k£ und [
paarweise teilerfremd, so ist Py ; einfach zusammenhangend.

Aufgrund der Relationen zv = 0 und yu = 0 ist in der dem S'-Biindel Py
zugeordneten Gysin-Sequenz (vergleiche [Spal)

o HY(M) 22 HY2(M) " HF2(Pyy) — HIPY(M) =2 .

die durch Cup-Produkt mit der Eulerklasse gegebene Abbildung H3(M) —
H®(M) injektiv. Wegen der Exaktheit dieser Sequenz ist die vierte ganzzahlige
Kohomologiegruppe H*(Pj;;Z) somit isomorph zum Quotienten von H*(M;Z)
nach dem Bild von H?(M;Z) unter der Eulerklasse ey ;. Folglich ist H*(Py ; Z)
isomorph zu Zj, x Z;, und somit gibt es iiber M unendlich viele S*-Prinzipalbiindel
mit paarweise nichtdiffeomorphen Totalraumen.

Da samtliche dieser Totalraume nach dem Argument vor Bemerkung 4.7 mit
Metriken gleichmaflig beschrankter Schnittkrimmung und gleichmafig beschrank-
tem Durchmesser versehen werden konnen, ist somit gezeigt, dafl Satz 4.4 auch in

Dimension 8 optimal ist.

Offen ist allerdings, ob Gleiches auch fiir Korollar 4.5 gilt oder ob der acht-
dimensionale Fall hier tatsachlich eine Ausnahme darstellt, also im Gegensatz zur
Situation in Dimension 7 und Dimension > 9 zu jedem ¢ > 0 bis auf Diffeomorphie
stets nur endlich viele kompakte einfach zusammenhangende 8-Mannigfaltigkeiten
existieren, die eine Riemannsche Metrik tragen, welche der Bedingung Ricc > 4,
K <1 geniigt.
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4.10. Bemerkung In Dimension 4 gilt Satz 4.4 statt nur fiir einfach zusam-
menhangende Mannigfaltigkeiten auch fiir Mannigfaltigkeiten mit endlicher Fun-
damentalgruppe, deren Ordnung zudem beliebig grofl sein darf.

Letzteres ist — wie beispielsweise Folgen von Linsenrdumen L,, = S3/Z,, und
deren Produkte mit S? und S3 zeigen — jedoch nur fiir 4-Mannigfaltigkeiten der
Fall.

Der Beweis von Satz 4.4 (ein weiterer Beweis findet sich mittlerweile in der
Arbeit [FR2]) basiert auf der durch Satz 4.1 gegebenen Endlichkeitsaussage fiir
Homotopiegruppen und deren Kombination mit Kollaps-Argumenten und den
Diffeomorphieklassifikationen kompakter einfach zusammenhangender 5- und 6-
Mannigfaltigkeiten. Einige der dazu bendtigten topologischen und geometrischen
Hilfsresultate sind in den folgenden Lemmata vorab separat zusammengestellt.

4.11. Lemma In jeder Dimension m gibt es fiir gegebene C' und D bis auf Diffeo-
morphie stets nur endlich viele kompakte glatte Mannigfaltigkeiten mit nichtver-
schwindender Euler-Charakteristik, auf denen Riemannsche Metriken mit Schnitt-

kriimmung |K| < C' und Durchmesser < D existieren.

Beweis von Lemma 4.11:

Falls diese Aussage nicht zutrifft, existieren m, C', D und eine unendliche Folge
(M,,, gn)nen von kompakten m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten
mit Schnittkrimmung |K (M, )| < C und Durchmesser < D, die paarweise nicht-
diffeomorph sind und samtlich nichtverschwindende Euler-Charakteristiken be-
sitzen.

Aus Cheegers Endlichkeitssatz folgt, dal fiir n — oo die Volumina und In-
jektivitatsradii der M,, gegen Null konvergieren. Nach [CG1] und [CG2] existiert
deshalb fiir hinreichend grofle n auf M, eine F-Struktur von positivem Rang.
Aus ([CG1, Proposition 1.5) ergibt sich, daf§ fiir sdmtliche dieser n die Euler-
Charakteristik von M,, verschwindet, was zu einem Widerspruch zur Annahme
fithrt. O

4.12. Lemma FEs gibt nur endlich viele kompakte einfach zusammenhangende
nichtdiffeomorphe glatte 5-Mannigfaltigkeiten, deren zweite Homologiegruppen zu
einer gegebenen Gruppe isomorph sind.
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Beweis von Lemma 4.12:

Nach Barden (siehe [Bar]) sind kompakte einfach zusammenhéngende 5-Man-
nigfaltigkeiten M bis auf Diffeomorphie klassifiziert durch deren zweite Homolo-
giegruppe Ho(M;Z) und eine Invariante i(M). Die Invariante i erhdlt man aus
der zweiten Homologiegruppe und der zweiten Stiefel-Whitney—Klasse wq(M) €
H?*(M;Zs) von M: Faf}t man letztere als Homomorphismus w : Hy(M) — Z auf,
so ist dieser Homomorphismus beziiglich einer geeigneten “Basis” von Hy (verglei-
che [Bar]|) auf hochstens einem Element nichttrivial. Dieses Element besitzt fiir
ein 7 € N die Ordnung 2°, und i(M) ist definiert als diese Zahl 1.

Da es zu einer gegebenen endlich erzeugten Gruppe stets nur endlich viele
verschiedene Homomorphismen dieser Gruppe in eine gegebene endliche Gruppe
gibt, folgt insbesondere, dafl bei vorgegebenem H; die Invariante ¢ nur endlich
viele Werte annehmen kann, und somit existieren nur endlich viele nichtdiffeomor-
phe kompakte einfach zusammenhangende 5-Mannigfaltigkeiten mit isomorpher
zweiter Homologiegruppe. U

Die Klassifikation von 6-Mannigfaltigkeiten gestaltet sich wesentlich kom-
plizierter als im 5-dimensionalen Fall, da hier beispielsweise zu ein und demselben
Homotopietyp unendlich viele Homoomorphieklassen auftreten konnen und ferner
die Kenntnis der Homologiegruppen nur die additive, doch nicht die multiplika-
tive Struktur des Kohomologieringes bestimmt und im allgemeinen auch keine
Riickschliisse auf die Pontryagin-Klassen erlaubt.

Die allgemeine Homotopie-, Homoomorphie- und Diffeomorphieklassifikation
kompakter einfach zusammenhangender 6-Mannigfaltigkeiten erfolgte erst 1988 in
einer Arbeit von Zubr (vergleiche [Zu3]) und beinhaltet beziehungsweise korrigiert
vorher von Wall ([Wall]), Jupp ([Jupp]) und Zubr selbst ([Zul], [Zu2]) erzielte
Teilresultate.

Ist M eine kompakte einfach zusammenhangende glatte 6-Mannigfaltigkeit,
die ohne Beschrankung der Allgemeinheit mit einer Orientierung versehen sei, so
folgt aus Zubrs Klassifikation kompakter einfach zusammenhingender orientierter
topologischer 6-Mannigfaltigkeiten (vergleiche [Zu3]), dafl diese neben

der zweiten Homologiegruppe Hy(M;Z),

der dritten Bettizahl bg(M;Z),

der ersten Pontryagin-Klasse py (M) € H*(M;Z), und

der Schnittform pps : H*(M;Z) @ H?*(M;Z) @ H*(M;Z) — H¢(M;Z) 2 Z,

(einer symmetrischen trilinearen Form, die die multiplikative Struktur des
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Kohomologieringes H*(M ) bestimmt und gegeben ist durch Auswertung des
Cup-Produktes auf der Orientierungsklasse von M)

bis auf Diffeomorphie klassifiziert ist durch die zweite Stiefel-Whitney-Klasse
wo (M) € H*(M;Z5) und zwei weitere Invarianten ey € G und Eypy € HY(M; G),
wobei G eine durch Ho(M) und we(M ) bestimmte zyklische Gruppe ist.

Auf die genaue Definition der Invarianten e und E und deren Eigenschaften
braucht in der vorliegenden Arbeit nicht weiter eingegangen werden (siehe dazu
[Zu3]). Hier ist nur wesentlich, daf§ &hnliche wie die im Beweis von Lemma 4.12
verwandten Argumente zeigen, dal bei Vorgabe von zweiter Homologiegruppe,
dritter Bettizahl, Schnittform und Pontryagin-Klasse die zweite Stiefel-Whitney-
Klasse und die Invarianten e und F nur endlich viele verschiedene Werte annehmen
konnen. Aus diesen Tatsachen ergibt sich:

4.13. Lemma Gibt es in einer gegebenen Klasse kompakter einfach zusam-
menhangender glatter 6-Mannigfaltigkeiten unter den zweiten Homologiegruppen,
den dritten Bettizahlen, den Schnittformen und den Pontryagin-Klassen ihrer Ele-
mente jeweils nur endlich viele nichtisomorphe Reprasentanten, so enthalt diese
Klasse nur endlich viele Diffeomorphietypen von Mannigfaltigkeiten.

Nach Huck (vergleiche [Huck|, Lemma 3.2) gilt ferner:

4.14. Lemma Existiert auf einer kompakten einfach zusammenhangenden glat-
ten 6-Mannigfaltigkeit M eine fixpunktfreie S*-Wirkung, so ist deren Schnittform
par trivial und die erste Pontryagin-Klasse py (M) im Torsionsanteil von H*(M; Z)
enthalten.

Beweis von Satz 4.4:

Fiir ein- oder zweidimensionale kompakte Mannigfaltigkeiten ist die Behaup-
tung von Satz 4.4 trivialerweise erfillt, und da eine einfach zusammenhangende
geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit eine Homotopie-3-Sphare ist und
deshalb insbesondere triviale zweite Homotopiegruppe besitzt, folgt Satz 4.4 in
Dimension 3 aus Satz 3.1. Somit bleiben nur die Falle der Dimension 4, 5 und 6
zu betrachten.
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Nach Lemma 4.11 geniigt es ferner, sich dabei auf Mannigfaltigkeiten mit
verschwindender Euler-Charakteristik zu beschranken.

Da die Euler-Charakteristik einer kompakten glatten 4-Mannigfaltigkeit mit
endlicher Fundamentalgruppe mindestens den Wert 2 besitzt, gilt Satz 4.4 nach
dem soeben Gesagten insbesondere fiir kompakte glatte 4-Mannigfaltigkeiten mit
beliebig grofler, doch endlicher Ordnung der Fundamentalgruppe.

Nach Satz 4.1 gibt es fiir gegebene m, C und D unter den zweiten Homo-
topiegruppen aller m-dimensionalen kompakten einfach zusammenhangenden Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnittkriimmung |K| < C' und Durchmesser
< D nur endlich viele Isomorphieklassen. Da die betrachteten Mannigfaltigkeiten
einfach zusammenhangend sind, gilt nach dem Satz von Hurewicz dasselbe fiir die
zweiten Homologiegruppen.

In Verbund mit Lemma 4.12 ergibt sich daraus Satz 4.4 im Fall m = 5.

In Dimension 6 erfolgt der Beweis von Satz 4.4 iiber ein Widerspruchsar-
gument: Trifft die behauptete Aussage dort nicht zu, so existieren Konstanten
C und D und eine unendliche Folge (M,,, g, )nen von 6-dimensionalen kompak-
ten einfach zusammenhingenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnitt-
kriimmung |K (M,,)| < C und Durchmesser < D, die paarweise nichtdiffeomorph
sind und (vergleiche Lemma 4.11) verschwindende Euler-Charakteristik besitzen.

Aus Cheegers Endlichkeitssatz folgt, dal fir n — oo die Volumina der M,
gegen Null konvergieren. Nach eventuellem Ubergang zu einer unendlichen Teil-
folge der M,, 1afit sich aufgrund von Gromovs Prakompaktheitssatz annehmen,
dafl die Riemannschen Mannigfaltigkeiten M,, bezliglich des Hausdorff-Abstandes
gegen einen kompakten Alexandrov-Raum einer Dimension 6 —k < 6 konvergieren.

Nach Satz 1.31 existiert deshalb (fiir hinreichend grofie Werte von n) auf jeder
Mannigfaltigkeit M,, eine reine invariante N -Struktur, die gegeben ist durch eine
glatte und fixpunktfreie Wirkung eines k-dimensionalen Torus.

Da die Orbiten dieser Wirkungen positivdimensional sind, existiert (ein detail-
liertes Argument hierzu findet sich im Beweis von Satz 5.1 im folgenden Kapitel)
auf jeder der Mannigfaltigkeiten M,, insbesondere eine glatte und fixpunktfreie
S1-Wirkung.

Nach Lemma 4.14 sind deshalb die Schnittformen p samtlicher dieser Man-
nigfaltigkeiten trivial und ihre Pontryagin-Klassen py (M,,) € H*(M,,,Z) Torsions-

elemente.
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Aus dem als Poincaré-Dualitat bekannten Sachverhalt folgt, dafl in Dimension
6 die vierte Kohomologiegruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit isomorph ist
zu deren zweiter Homologiegruppe und somit der Torsionsanteil von H*(M,,,Z)
isomorph ist zum entsprechenden Anteil von Ho(M,,,Z).

Nach Satz 4.1 gibt es unter den zweiten Homologiegruppen (siehe oben) der
Mannigfaltigkeiten M,, nur endlich viele Isomorphieklassen. Als Torsionselemente
konnen in jeder dieser Klassen die Pontryagin-Klassen der M,, nur endlich viele
verschiedene Werte annehmen. Da die dritten Bettizahlen der M,, aufgrund des
Verschwindens der Euler-Charakteristiken die Relation b3(M,,) = 2b2(M,,) + 2
erfiillen, gibt es fiir diese ebenfalls nur endlich viele Moglichkeiten. Zusammen
mit der Tatsache, dafi die Schnittformen der Mannigfaltigkeiten M,, trivial sind,
folgt aus Lemma 4.13, dafl es unter den M,, nur endlich viele nichtdiffeomorphe
Mannigfaltigkeiten gibt.

Dies liefert einen Widerspruch dazu, dafl die unendliche Teilfolge der M,, auf-
grund der urspriinglichen Annahme aus paarweise nichtdiffeomorphen Elementen
besteht. Satz 4.4 ist damit vollstandig bewiesen. U

4.15 Bemerkung Der Beweis von Satz 4.4 liefert eine tiefere Begriindung dafiir,
weshalb unendliche Beispielserien von kompakten einfach zusammenhangenden
Riemannschen Mannigfaltigkeiten fester Dimension mit gleichmafig beschrankter
Schnittkrimmung und gleichmafiig beschranktem Durchmesser erst ab Dimension
7 auftreten konnen (und dann tatséchlich auch auftreten):

Satz 4.1 und Lemma 4.11 gelten zwar in beliebiger Dimension, doch die da-
raus resultierende Kenntnis der zweiten Homologiegruppen bis auf endlich viele
Moglichkeiten und das Verschwinden der Euler-Charakteristik reichen in Dimen-
sionen grofler als 6 auch im Verbund mit Poincaré-Dualitat bereits nicht mehr
dazu aus, auch nur Riickschliisse auf die genaue Struktur samtlicher Homologie-
und Kohomologiegruppen zu ziehen.

Deren Réange lassen sich durch Satz 4.1 (oder direkter durch Gromovs Betti-
zahlensatz) zwar abschétzen, die Torsionsanteile dieser Gruppen sind jedoch durch
Krimmungs- und Durchmesserannahmen bereits nicht mehr zu kontrollieren.

In Dimension 7 ist es genau der Torsionsanteil der vierten Kohomologiegruppe
(beziehungsweise dritten Homologiegruppe), der in diesem Sinne unkontrollierbar
ist, und tatsachlich unterscheiden sich die Elemente der “einfachsten” unendlichen
Folgen von uniform positiv gepinchten Aloff-Wallach— oder Eschenburg-Raumen
durch vierte Kohomologiegruppen von jeweils unterschiedlicher endlicher Ordnung.
Bei beschrankter Torsion scheint Satz 4.4 offenbar auch in Dimension 7 zu gelten!
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Im Hinblick auf den Endlichkeitssatz von Grove, Petersen und Wu, welcher
zeigt, dafl die obere Kriimmungsschranke in Cheegers Endlichkeitssatz ab Dimen-
sion m > 5 fiir dessen Giltigkeit unnotig ist und in Dimension 4 bei fehlender
oberer Kriimmungsschranke immerhin Homoomorphietypenendlichkeit gilt, stellt
sich die Frage, ob — oder zumindest wann — auch die in Satz 4.4 geforderte obere

Schranke fiir die Kriimmung aufgegeben werden kann.

Im sechsdimensionalen Fall ist die Antwort auf diese Frage negativ, und dies
sogar unter der Voraussetzung nichtnegativer Krummung:

Von Grove und Ziller konstruierte Beispiele von Metriken mit nichtnegativ
gekriimmter Schnittkrimmung auf einer unendlichen Folge von paarweise nicht-
diffeomorphen Totalraiumen von S2-Biindeln iiber S* (vergleiche [GrZ]) zeigen, daf
fiir die Giiltigkeit von Satz 4.4 in Dimension 6 auf die obere Kriimmungsschranke

nicht verzichtet werden kann.

In Dimension 5 lalt sich dagegen vermuten, dal Satz 4.4 hier auch ohne die
Voraussetzung einer oberen Schranke fiir die Krimmung gilt.

Ein starkes Indiz dafiir liefert die Tatsache, dafl Satz 4.4 in Dimension 5 auch
ohne obere Krimmungsschranke giltig bleibt, wenn man zusatzlich fordert, dafl
die Ordnung der Torsionsanteile der zweiten Homologiegruppen der betrachteten
Mannigfaltigkeiten eine uniforme obere Schranke besitzt:

Aus Gromovs Bettizahlensatz folgt zunichst, dafl es bis auf Isomorphie unter
den Bedingungen K > C und Durchmesser < D nur endlich viele Moglichkeiten
fiir die Range der zweiten Homologiegruppen gibt. Gleiches fiir die zweiten Ho-
mologiegruppen selbst impliziert die Voraussetzung |Tor Ho(M;Z)| < C’, und die
Behauptung ergibt sich dann aus Lemma 4.12.

Im dreidimensionalen Fall ist offen, ob in der Endlichkeitsaussage von Satz
4.4 eine obere Krimmungsschranke erforderlich ist.

Dies hangt damit zusammen, dafl bis dato ungeklart ist, ob Poincarés Ver-
mutung, dafl jede Homotopie-3-Sphire homdomorph ist zu S3, zutrifft oder nicht.
Denn im letzteren Fall gabe es unendlich viele paarweise nichthomoomorphe kom-
pakte einfach zusammenhangende 3-Mannigfaltigkeiten.

Ebenfalls offen ist die Frage nach der Notwendigkeit einer oberen Kriimmungs-

schranke in Dimension 4.
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Letzteres betrifft allerdings nur den Fall der Diffeomorphietypenendlichkeit,
denn in Analogie zum Endlichkeitssatz von Grove, Petersen und Wu, der im
vierdimensionalen Fall unter den Annahmen einer unteren Krimmungs-, oberen
Durchmesser- und unteren positiven Volumenschranke Homoomorphietypenend-
lichkeit etabliert, gilt hier folgendes Endlichkeitsresultat:

4.16. Satz Fiir gegebene C und D enthalt die Klasse aller 4-dimensionalen glat-
ten kompakten einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten, auf denen eine
Riemannsche Metrik mit Schnittkrimmung K > C und Durchmesser < D exi-
stiert, nur endlich viele Homoomorphietypen.

Beweis von Satz 4.16:

Im Gegensatz zur im Beweis von Satz 4.4 vorliegenden Situation lassen sich
hier aufgrund der fehlenden oberen Kriimmungsschranke keine Kollapsargumente
verwenden. Stattdessen kombiniert man Gromovs Bettizahlensatz mit Freed-
mans Homoomorphieklassifikation von kompakten einfach zusammenhangenden
4-Mannigfaltigkeiten:

Ist M eine kompakte vierdimensionale einfach zusammenhéngende (ohne Ein-
schrankung als orientiert vorausgesetzte) topologische Mannigfaltigkeit, so sind die
Homologiegruppen von M via Poincaré-Dualitat vollstandig durch die zweite Bet-
tizahl by(M;Z) bestimmt. Insbesondere ist die zweite Homologiegruppe von M
torsionsfrei.

Die wichtigste topologische Invariante einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch
eine unimodulare symmetrische Bilinearform, die Schnittform gy : H2(M) x
H?*(M) — H*(M;Z) = Z gegeben.

Tragt M eine differenzierbare Struktur, so folgt aus Freedmans Homoomor-
phieklassifikation von kompakten einfach zusammenhangenden topologischen 4-
Mannigfaltigkeiten (vergleiche [FQ]), daf in diesem Fall die Schnittform pps den
Homomorphietyp von M eindeutig bestimmt.

Definiert man den Rang einer symmetrischen Bilinearform auf einer endlich
erzeugten freien Abelschen Gruppe A als die Dimension von A ® R und nennt
zwei solche Formen isomorph, falls es einen Gruppenisomorphismus gibt, welcher
die Formen ineinander iiberfithrt, so folgt aus allgemeinen Resultaten tiber solche
Formen (vergleiche dazu [HM]):
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Eine indefinite unimodulare symmetrische bilineare Form ist bis auf Isomor-
phie klassifiziert durch ihren Rang, ihre Signatur und durch ihre Eigenschaft, ge-
raden oder ungeraden Typs zu sein. Daraus folgt, dafl bei gegebenem Rang nur
endlich viele nichtisomorphe Formen auftreten.

Definite unimodulare Formen sind bislang nicht klassifiziert. Nach einem Re-
sultat von Eisenstein und Hermite (vergleiche [HM]) existieren jedoch nur endlich
viele Isomorphieklassen von positiv definiten unimodularen symmetrischen Bili-
nearformen eines gegebenen Rangs.

Kombiniert man diese Aussagen mit Freedmans Klassifikation, so ergibt sich

daraus:

Fiir gegebenes k£ € N enthalt die Klasse aller kompakten einfach zusam-
menhangenden glatten 4-Mannigfaltigkeiten M, deren zweite Bettizahl die Un-
gleichung bo(M;Z) < k erfiillt, nur endlich viele Hom6omorphietypen.

Satz 4.16 ergibt sich aus dieser Tatsache und Gromovs Bettizahlensatz. [

Es bleibt die Frage, ob sich in Satz 4.16 die Homoomorphietypen- zu einer
Diffeomorphietypen—Endlichkeitsaussage verscharfen 1af3t.

In diesem Zusammenhang sowie im Hinblick auf Satz 4.4 sei abschliefend
erwahnt, dafl sich die in diesen Satzen auftretenden Schranken fiir die Schnitt-
krimmung keinesfalls durch Schranken an die Ricci-Krimmung ersetzen lassen.

So folgt aus Resultaten LeBruns (vergleiche [LeB]), daf§ fiir geeignete Kon-
stanten C' und D auf jedem Element der in Bemerkung 4.8 erwahnten unendlichen
Folge von paarweise nichtdiffeomorphen, doch allesamt zu CP?# 9CP? hom&omor-
phen 4-Mannigfaltigkeiten Metriken existieren, welche die Bedingungen Durch-
messer < D und |Ricc| < C erfiillen.
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5. Positive Krummung und Injektivitatsradius

Gegenstand dieses Kapitels sind verschiedene mit dem Injektivitatsradius einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit positiver Schnitt— oder Ricci-Kriimmung zusam-
menhangende Fragestellungen.

Der erste, auf der Arbeit [Tu3] basierende Abschnitt behandelt einen Struk-
tursatz fir kompakte einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeiten mit Metriken
positiver Schnittkrimmung und dessen Konsequenzen fiir den Injektivitatsradius
von positiv gekrimmten Mannigfaltigkeiten gerader Dimension. In Abschnitt 2,
der auf Ergebnissen aus den Arbeiten [PT] und [PRT] basiert, wird eine Ab-
schatzung fiir den Injektivitatsradius einer einfach zusammenhangenden Riemann-
schen Mannigfaltigkeit mit positiv Ricci-gepinchter Metrik und endlicher zweiter
Homotopiegruppe durch Groflen gegeben, die nur von der Dimension der Man-
nigfaltigkeit und der Pinching-Konstanten abhangen. Im dritten Abschnitt wird
diese Injektivitatsradiusabschatzung dazu benutzt, fiir solche Mannigfaltigkeiten
einen differenzierbaren Durchmesser-Spharensatz herzuleiten.

1. Injektivitatsradius und Seifert-Faserungen

Eine Vielzahl der bekannten einfach zusammenhangenden kompakten positiv ge-
krimmten Mannigfaltigkeiten ungerader Dimension besitzt die Struktur eines To-
talraumes eines S!-Biindels iiber einer Mannigfaltigkeit, die selbst eine Metrik
positiver Kriimmung tragt. Dies gilt zum Beispiel fiir samtliche Aloff-Wallach-
Réume, eine unendliche Familie von Eschenburg-Raumen (vgl. [E2], [E5]) sowie
die Hopf-Faserungen ungeradedimensionaler Spharen.

Bei hinreichend kleinem Injektivitatsradius beziehungsweise im Fall gentigend
kleinen Volumens ist dies tatsachlich ein Phanomen allgemeinerer Natur, denn
nach [Tu3] gilt:
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5.1. Satz In jeder Dimension m > 2 und fiir jedes 0 < § < 1 existiert eine
positive Konstante v = v(m,d) > 0 mit den folgenden Eigenschaften:

Ist das Volumen einer kompakten m-dimensionalen einfach zusammenhangen-
den Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit Schnittkriimmung § < K, < 1
kleiner als v, so existiert auf M eine glatte fixpunktfreie S*'-Wirkung und eine
unter dieser Wirkung invariante 6/2-gepinchte Metrik §. Insbesondere besitzt
M die Struktur eines Seifert-S*-Biindels iiber einer kompakten einfach zusam-

menhangenden Riemannschen Orbifold mit positiver Kriimmung.

5.2. Bemerkung Nach Cheegers Endlichkeitssatz gibt es in jeder Dimension
m und jedes 0 < 6 < 1 bis auf Diffeomorphie nur endlich viele kompakte m-
dimensionale einfach zusammenhangende J-gepinchte Mannigfaltigkeiten, deren
Volumen grifler als die in Satz 5.1 auftretende Konstante v(m,d) ist.

5.3. Bemerkung Aus Satz 5.1 ergibt sich eine einfache qualitative Erklarung
dafiir, weshalb sich im Fall gerader Dimension der Injektivitatsradius beziehungs-
weise das Volumen einer einfach zusammenhéngenden §-gepinchten Mannigfaltig-
keit stets durch hochstens von der Dimension und der Pinching-Konstanten ab-
hangende positive Grofien von unten beschrankt ist:

Falls es in einer geraden Dimension m und fir ein 0 < < 1 keine solche un-
tere Abschatzung gabe, so existierte eine Folge kompakter m-dimensionaler einfach
zusammenhangender J-gepinchter Mannigfaltigkeiten M,,, deren Injektivitatsradii
fiir n — oo gegen Null konvergierten. Nach Satz 5.1 gabe es dann fiir n hinrei-
chend grof§ auf M,, eine fixpunktfreie und beziiglich einer ¢/2-gepinchten Metrik
gn, isometrische S'-Wirkung, und somit existierte auf (M, g,) ein nirgendwo ver-
schwindendes Killing-Vektorfeld. Dies widersprache jedoch dem Resultat Bergers
(vergleiche [Ko2]), dafl jedes Killingfeld auf einer positiv gekriimmten Mannig-
faltigkeit gerader Dimension eine Nullstelle besitzt!

Dieses Ergebnis ist schwécher als Klingenbergs eine explizite Abschitzung
lieferndes originales Resultat (siehe [KI1]), erfiillt jedoch in Anwendungen auf
Endlichkeitssatze bereits die gleichen Zwecke.

5.4. Bemerkung Wendet man Satz 5.1 auf uniform positiv gepinchte kol-
labierende Folgen von Aloff-Wallach-, Eschenburg- oder Bazaikin-Raumen an,
so ergibt sich daraus in Dimension 6 und 12 die Existenz kompakter einfach
zusammenhangender Riemannscher Orbifolds positiver Kriimmung, die Basen von

Seifert-Faserungen dieser Raume sind.
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In diesem Zusammenhang ist hervorzuheben, dafl in Dimension 12 kein Bei-
spiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit positiver Krimmung bekannt ist, die
Basis eines S!-Biindels sein konnte, dessen Totalraum ein BaZaikin-Raum ist.

Beweis von Satz 5.1:

Unter Benutzung des Satzes von Bonnet und Myers existiert nach Satz 1.26,
wenn c¢(m) > 0 die in Satz 1.26(a) auftretende Konstante bezeichnet, zu ¢ =
% > ( eine positive Konstante v = v(m, D,e) = v(m, d), so dafl jede kompakte
m-~dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit Schnittkrimmung 6 <
K4, <1 und Volumen < v folgende Bedingungen erfiillt:

Auf dem Rahmenbiindel von M existiert eine invariante reine A -Struktur
p: FM — Y von positivem Rang sowie auf M eine beziiglich dieser N -Struktur
invariante Metrik g., fir deren Schnittkrimmung die Abschitzung min K, —
cm)e < K, < maxK,+c(m)e gilt.

Ersetzt man g. durch die invariante Metrik g := /1 + §/3 g., so erfiillt die
Schnittkriimmung von § die Pinching-Bedingung 0 < 6/2 < K3 < 1.

Ist M dariiber hinaus einfach zusammenhangend, so ist nach Bemerkung 1.29
die N-Struktur p : FM — Y gegeben durch den Lift einer glatten und fixpunkt-
freien T*-Wirkung auf M, wobei der Torus T* auf M durch Isometrien der Metrik
g operiert.

Aus der Fixpunktfreiheit der Wirkung 7% x M — M folgt, daf die Ein-
schrinkung dieser Operation auf eine generische S!-Untergruppe von T* eine fix-
punktfreie und beziiglich der Metrik § isometrische S*-Wirkung auf M definiert:

Da M kompakt und 7% kompakt Abelsch ist, ist die Anzahl der Isotropiegrup-
pen der T*-Wirkung endlich. Bezeichnet man diese mit H;, i = 1,...,1, so ist H;
isomorph zum Produkt eines Torus T% einer Dimension k; < k und endlich vie-
len endlichen zyklischen Gruppen. Identifiziert man die Liealgebra von T* mit
RF, so ist das Urbild von H; unter der Projektion 7 : R¥ — T* = R¥/Z* eine
abzihlbare Familie von Hyperebenen mit positiver Kodimension. Da n~(H;) nur
endlich viele Elemente enthalt, deren Durchschnitt mit dem Fundamentalgebiet
W = {z = (z1,...,2%) € R¥ | 0 < z; < 1} der Uberlagerung 7 nichtleer ist,
gibt es eine reelle Gerade durch den Ursprung von R¥, die fiir jedes der endlich
vielen H; die Hyperebenen aus 7~ 1(H;) in hochstens einem Punkt schneidet und
die mit simtlichen Koordinatenachsen von RF rationale Winkel bildet. Die Pro-
jektion dieser Gerade auf den Torus definiert eine S'-Untergruppe von T%, deren
induzierte Wirkung auf M nach Konstruktion fixpunktfrei ist.
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Da die Isotropiegruppen der S'-Wirkung auf M endlich sind, besitzt der Quo-
tient M/S! die Struktur einer Orbifold, und versehen mit der von der invarianten
Metrik g induzierten Metrik wird M/S?! zu einer Riemannschen Orbifold mit un-
terer Kriimmungsschranke K > §/2 > 0. (Nahere Einzelheiten hierzu finden
sich in [Tu3], [Ho] und [Sat]). Dafl M /S als topologischer Raum einfach zusam-
menhangend ist, folgt elementar aus der entsprechenden Eigenschaft von M. [

5.5. Bemerkung Zum Nachweis der Existenz einer fixpunktfreien S'-Wirkung
wird im Beweis von Satz 5.1 nicht benutzt, dafl die betrachteten Riemannschen
Mannigfaltigkeiten (M, g) positiv gekriimmt sind; tatséchlich reicht es hierfiir aus
anzunehmen, dafl M einfach zusammenhangend ist und im Verhaltnis zum Ab-
solutbetrag der Kriimmung und zum Durchmesser hinreichend kleines Volumen
hat, so da} Satz 1.26 anwendbar ist. Die Beschrankung auf positives Pinching
der Schnittkrimmung gewahrleistet jedoch, dafl die invariante Metrik g positiv
gepincht ist und der Quotient M/S! selbst positiv gekriimmt ist.

2. Injektivitatsradius, zweite Homotopie und Stabilitat

Unendliche Folgen von uniform positiv gepinchten paarweise nichtdiffeomorphen
Aloff-Wallach-, Eschenburg- und Bazaikin-Raumen und Cheegers Endlichkeitssatz
zeigen, dafl im Gegensatz zu Klingenbergs Abschéitzung im Fall gerader Dimen-
sion (vergleiche [K11]) fiir ungeradedimensionale einfach zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeiten positiver Schnittkrimmung im allgemeinen keine hochstens von
der Dimension und/oder dem Wert der Pinching-Konstanten abhangenden uni-
formen Injektivitatsradius- oder Volumenabschatzungen existieren, sondern dazu
Zusatzvoraussetzungen erforderlich sind.

Eine solche Bedingung ist gegeben durch die Forderung, dafi die zweiten Ho-
motopiegruppen der betreffenenden Mannigfaltigkeiten endlich sind. Dieser Ab-
schnitt behandelt den Beweis und erste Konsequenzen des folgenden Resultates
der Arbeit [PT]:

5.6. Satz Fiir jedes gegebene m und § > 0 existieren nur von m und ¢ abhangende
positive Konstanten ig, so daf3 der Injektivitatsradius einer jeden m-dimensionalen
vollstandigen einfach zusammenhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeit mit
endlicher zweiter Homotopiegruppe, deren Metrik der Bedingung Ricc > §, K <1
gentigt, von unten durch g beschrankt ist.
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5.7. Bemerkung Satz 5.6 verallgemeinert den Satz von Burago-Toponogov
(siehe [BT], vergleiche [Sak]) von Dimension 3 auf beliebige Dimensionen.

Da die im Fall positiver Schnittkrimmung zur Erzielung von Injektivitats-
radius-Abschétzungen von Klingenberg (vergleiche [K11]) benutzten Argumente
wie das Synge-Lemma nicht auf Mannigfaltigkeiten mit positiver Ricci-Kriimmung
ibertragbar sind, liefert Satz 5.6 auch fiir Mannigfaltigkeiten gerader Dimension

ein neues Ergebnis.

5.8. Bemerkung Unter der allgemeinen Voraussetzung positiven Ricci-Pinchings
ist die Forderung der Endlichkeit der zweiten Homotopiegruppe in Satz 5.6 not-
wendig und dieser somit optimal. Dies gilt selbst dann, wenn man sich auf Mannig-
faltigkeiten festen topologischen Typs beschrankt, denn von Wang und Ziller (siehe
[WZ]) konstruierte Beispiele zeigen, daf fiir jede natiirliche Zahl k£ auf den Mannig-
faltigkeiten M = CP! x $2¥*! Einstein-Metriken g,, mit positiver Skalarkriimmung
existieren, die fiir n — oo bei gleichmiBig beschrinkter Kriimmung zu CP! x CP*

kollabieren.

5.9. Bemerkung Im Fall positiven Pinchings der Schnittkrimmung findet sich
bei Fang und Rong ([FR1]) ein ebenfalls auf der Arbeit [PRT] autbauender Beweis
von Satz 5.6.

In diesem Spezialfall 16st Satz 5.6 fiir Mannigfaltigkeiten mit endlicher zweiter
Homotopiegruppe insbesondere die Vermutung von Klingenberg und Sakai (siehe
[KS2]), nach welcher fiir eine gegebene kompakte einfach zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeit M fiir jedes 0 < § < 1 eine von M und ¢ abhangende positive Kon-
stante i = (M, 0) existiert, so dafl der Injektivititsradius jeder Riemannschen
Metrik auf M, deren Schnittkrimmung die Bedingung 6 < K < 1 erfillt, von
unten durch (M, §) beschrénkt ist.

5.10. Bemerkung Wie Satz 3.1 liefert Satz 5.6 topologische Obstruktionen zur
Konstruktion unendlicher Beispielserien von kompakten einfach zusammenhangen-
den paarweise nichtdiffeomorpher Mannigfaltigkeiten fester Dimension, die posi-
tive Ricci-Pinchings-Bedingungen erfiillen.

Dartiber hinaus hat Satz 5.6 die sich nicht aus Satz 3.1 ergebende Konsequenz,
daf} auf positiv Ricci-gepinchten Mannigfaltigkeiten mit endlicher zweiter Homo-
topiegruppe optimal gepinchte C1:®-Metriken (vergleiche hierzu [Be6]) existieren.
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Grundlegend fiir den Beweis von Satz 5.6 und andere Injektivitatsradius-
Abschitzungen (vergleiche hierzu [PT]) ist der Begriff der Stabilitit einer Folge

metrischer Raume.

5.11. Definition FEine Folge metrischer Riume (M, )nen heifit stabil, falls ein
topologischer Raum M und auf diesem eine Folge von mit der Topologie vertrag-
lichen Metriken d,, existiert, so daf$ (M,d,) und M, isometrisch sind und ferner
die Metriken d, als Funktionen auf M x M fiur n — oo gleichmajfig gegen eine

stetige Pseudometrik konvergieren.

Im Falle kollabierender Folgen einfach zusammenhangender Riemannscher
Mannigfaltigkeiten M, beschrankter Krimmung, beschrankten Durchmessers und
fester Dimension lafit sich der Begriff der Stabilitat so interpretieren, daf3 sich der
Kollaps im wesentlichen wie bei den Berger-Spharen ereignet und sich fiir eine
stabile Folge somit folgendes Bild ergibt:

Nach eventueller Umparametrisierung der Raume M,, existiert auf einer Man-
nigfaltigkeit M fixierten topologischen Typs eine Folge Riemannscher Metriken g,
beschrankter Krimmung und beschrankten Durchmessers, so dafy samtliche dieser
Metriken unter ein und derselben Wirkung eines Torus invariant sind, fir n — oo
die g,-Durchmesser der Torus-Orbiten gegen Null konvergieren und sich zudem
die Metriken in Richtungen, die nicht in den Orbiten dieser Wirkung enthalten
sind, dabei kaum dndern. So gilt nach [PRT]:

5.12. Satz Es sei (M,,, gn)nen eine stabile Folge einfach zusammenhéngender m-
dimensionaler kompakter Riemannscher Mannigfaltigkeiten mit Schnittkriimmung
A < K(gn) < A und Durchmesser < D, die fiir n — oo beziiglich des Hausdorff-
Abstandes gegen einen metrischen Raum X der Dimension m—k < m konvergiere.

Dann gilt fiir jedes gegebene € > 0: Nach eventuellem Ubergang zu einer Teil-
folge konvergiert die Folge der mit den e-regularisierten Metriken aus Satz 1.26
versehenen Raume (M, g5) gegen einen kompakten metrischen Raum X' = X/,
dessen Lipschitz-Abstand zu X kleiner als € ist, und es existieren eine Mannig-
faltigkeit M, auf dieser eine effektive und fixpunktfrei Wirkung eines Torus T*,
ein Homoomorphismus h : M /Tk — X’ und Homéomorphismen h,, : M,, — M
mit folgenden Figenschaften:

Die Abbildung h,, konjugiert die T*-Wirkung auf M und die nach Satz 1.31 zu
g;, assoziierte isometrische Torus-Wirkung auf M,,, und bezeichnet ferner © : M —
M/T* die Quotientenabbildung, so sind fiir eine Nullfolge (v,,)nen die induzierten
Abbildungen homo hy, : (My,, g5) — X' v,-Isometrien.
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Eine v-Isometrie metrischer Raume Y und Z ist definiert als eine Surjektion
[ Y — Z die fir alle y,y’ € Y die Abschitzung | |f(y)f(y)|/|lyy'| — 1] < v
erfiillt.

5.13. Bemerkung Definiert man in der Situation von Satz 5.12 auf M Metriken
d, durch die Vorschrift d5, (x, y) = distge (hy,*(2), hyy'(y)), so ist die Folge (M, ds,)
stabil, und fir kollabierende Folgen einfach zusammenhangender Riemannscher
Mannigfaltigkeiten beschrankter Kriimmung und beschrankten Durchmessers kann
die Schlufifolgerung von Satz 5.12 in diesem Fall auch als alternative Definition

der Stabilitat verwandt werden.

In den Arbeiten [PT] und [PRT] wird gezeigt, da8 sich aus der Kombina-
tion von Stabilitat und Pinching-Bedingungen Injektivitatsradius-Abschatzungen
erhalten lassen. Die dazu erforderlichen Konstruktionen sind zu aufwendig, um
diese in der vorliegenden Arbeit in Kiirze detailliert wiederzugeben; die Grundidee,
iiber Stabilitdt zu solchen Abschatzungen zu gelangen, ist jedoch leicht zu erfassen:

Zu einer stabilen kollabierenden Folge einfach zusammenhangender Riemann-
scher Mannigfaltigkeiten gleichmafig beschrankten Durchmessers und gleichméafig
beschrankter Krimmung wird zunachst anhand eines Verklebungsprozesses ein
nichtkompakter Alexandrov-Raum mit derselben unteren Kriimmungsschranke wie
die der Folgeelemente konstruiert, und unter der zusatzlichen Voraussetzung posi-
tiven Pinchings der Schnittkrimmung (siehe [PRT]) beziehungsweise positiven
Ricci-Pinchings (siehe [PT]) darauthin die Existenz eines solchen nichtkompak-

ten Raumes mit Bonnet-Myers—Argumenten zum Widerspruch gefiihrt.
So gilt nach [PT] der folgende Satz:

5.14. Satz Ist (gn)nen eine kollabierende Folge Riemannscher Metriken gleich-
mafBig beschrankter Krimmung und gleichmafBig beschrankten Durchmessers auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit M, die eine unendliche stabile Teilfolge enthalt,
so konnen die Metriken g,, nicht uniform positiv Ricci-gepincht sein, also fiir kein
0 > 0 die Kriimmungsbedingungen Riccy, > 0, K, <1 erfiillen.

Satz 5.6 ergibt sich deshalb aus Satz 5.14 und dem folgenden Resultat, welches
besagt, dafl Endlichkeit der zweiten Homotopiegruppen Stabilitat impliziert:
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5.15. Satz Jede Folge kollabierender einfach zusammenhangender kompakter
m-dimensionaler einfach zusammenhangender Riemannscher Mannigfaltigkeiten
beschrankter Kriimmung und beschrankten Durchmessers mit endlichen zweiten
Homotopiegruppen enthalt eine unendliche stabile Teilfolge.

Beweis von Satz 5.15 und Satz 5.6:

Falls die in Satz 5.15 behauptete Aussage nicht zutrifft, existieren m, C, D und
eine kollabierende unendliche Folge (M, g, )nen von kompakten einfach zusam-
menhangenden m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit endlichen
zweiten Homotopiegruppen und Schuittkrimmung |K| < C sowie Durchmesser
< D, die keine unendliche stabile Teilfolge enthalt.

Aus Cheegers Endlichkeits- und Gromovs Prakompaktheitssatz folgt, dafl
nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge die Mannigfaltigkeiten M,, beziiglich
des Hausdorff-Abstandes gegen einen kompakten Alexandrov-Raum einer Dimen-

sion m — k < m konvergieren.

Nach Satz 1.31 existiert zu jedem ¢ > 0 eine unendliche Teilfolge der Folge
(M,,)nen, so dal auf den orientierten Rahmenbiindeln der Elemente M,, dieser
Teilfolge invariante reine N -Strukturen p,, : FM, — Y, von positivem Rang exi-
stieren, die durch freie und mit den freien SO(m)-Wirkungen auf den Rahmenbiin-
deln kommutierende T*-Wirkungen gegeben sind, und auf den M,, beziiglich der
N-Strukturen invariante Metriken g, = g& gleichméfig beschriankter Kriimmung
K’ und gleichméafig beschrinkten Durchmessers D’ existieren, die die in Satz 1.31
genannten Eigenschaften besitzen.

Es lafit sich ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl die Di-
mension m der Mannigfaltigkeiten M,, grofler als 2 ist. Ferner darf angenommen
werden, dafl die Rahmenbiindel F'M,, einfach zusammenhangend sind, da anson-
sten im folgenden Argument anstelle der FM,, und der SO(m) x T*-Wirkungen
auf diesen die isometrischen Spin(m) x T*-Wirkungen auf den universellen Rie-
mannschen Uberlagerungen F, := FM, der F M, betrachtet werden kinnen.

Nach Wahl von (vergleiche Satz 1.31) fast isometrischen Bi-Lipschitz-Diffeo-
morphismen Y, : (FM,/T*, SO(m)) — (Y,SO(m)) existieren nach Lemma 3.6
Diffeomorphismen hy,; : (FM,, SO(m) x T*¥) — (FM;, SO(m) x T*), so da§ das
folgende Diagramm kommutiert:
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(FM,,SO(m)x T% ™% (FM;, SO(m) x T*)

lwn lm

(FM,/T*, SO(m)) X ogn (FM,;/T*, SO(m))

Die Diffeomorphismen ¥, : (FM,/T*, SO(m)) — (Y,SO(m)) induzieren
fast isometrische Homéomorphismen x,, : M, /T* = FM,/(SO(m) x T*) —
Y/SO(m) = X auf den Faktoren, wobei X den Hausdorff-Grenzwert der (mit
den invarianten Metriken versehenen) Mannigfaltigkeiten M,, bezeichnet.

Die Diffeomorphismen Bn,l induzieren Diffeomorphismen h,,; : (M, T*) —
(M;, T%), so daf8 das folgende Diagramm kommutiert:

>

(M, T%) =% (M, T*)

[ [
M,/T% 5" MR
Setzt man nun fiir ein festes [ in Definition 5.11 M := M; und definiert auf

M eine Folge Riemannscher Metriken durch die Vorschrift g, := (i_z;%)* Jn, SO ist
die Folge (M, g!,) stabil. Dies und die Tatsache, da} die obige Konstruktion fiir
jedes € > 0 durchgefiihrt werden kann, beweist Satz 5.15, und mit Satz 5.14 ergibt
sich daraus auch Satz 5.6. O

3. Ein Spharensatz fiir positives Ricci-Pinching

Seit der Verwendung von Injektivitatsradiusabschatzungen in den Beweisen von
Klingenbergs topologischem Spharen- und Bergers Starrheitssatz sind uniforme
Abschatzungen fiir den Injektivitatsradius positiv gekrimmter Mannigfaltigkeiten
immer wieder (vergleiche hierzu die Ubersichtsartikel [AM3] und [Shi2] sowie die
darin enthaltenen Referenzen) zur Erzielung verschiedener differenzierbarer oder
topologischer Spharensatze benutzt worden.

(Eine Ausnahme bildet hier allerdings der Beweis des topologischen Sphéren-
satzes von Eschenburg-Gromov (vergleiche [E3]), welcher keine Injektivitétsradius-
Abschétzung benutzt, sondern eine solche zur Konsequenz hat.)
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Ausgehend von Chengs maximalem Durchmesser-Sphérensatz, nach dem eine
kompakte m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ricci-Krimmung
Rice > (m — 1)6 und Durchmesser 7/v/§ isometrisch ist zur Sphire S™(8) der
konstanten Kriimmung ¢ (vergleiche [Chg]), hat man sich dabei im spateren Ver-
lauf insbesondere fiir topologische und differenzierbare Durchmesser-Spharensatze
fiir Mannigfaltigkeiten mit positiver Ricci-Kriimmung interessiert.

Resultate dieser Art finden sich beipielsweise unter anderem in Arbeiten von
Shiohama ([Shil]), Itokawa ([It]), Wu ([Wul]), Grove-Petersen ([GrP2]), Eschen-
burg ([E4]), Nakamura ([Na]), Petersen ([Petnl]), Bessa ([Bes]), Otsu ([Ot2]) sowie
Perelman ([Per5]) und Paeng ([Pal], [Pa2]).

Den bisherigen Hohepunkt in dieser Entwicklung bildet, zumindest was topo-
logische Durchmesser-Sphéarensitze anbetrifft, das Ergebnis von Perelman (verglei-
che [Perb]), welches im Gegensatz zu sdmtlichen vorstehend genannten Arbeiten
keine unteren Volumen- oder Injektivitatsradius-Schranken benotigt und besagt:

In jeder Dimension m und fir jedes C € R existiert eine nur von m und C
abhangige positive Konstante ¢, so daf§ jede m-dimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > C', Ricci-Krimmung Ricc > m — 1 und
Durchmesser > m — ¢ homoéomorph ist zu S™.

Beispiele von Anderson und Otsu (vergleiche [An2], [Otl]) zeigen, daf in
diesem Resultat auf die Voraussetzung einer unteren Schranke fiir die Schnitt-
krimmung nicht verzichtet werden kann. Denn ansonsten existieren beispielsweise
(vergleiche [Ot1]) fiir jede natiirliche Zahl m > 5 und | = 2,3,...,m — 2 auf
den Mannigfaltigkeiten S x S™~! fiir jedes n € N Riemannsche Metriken g,, mit
Rice(gyn) > m—1 und diam(g,) > m—1/n. Diese lassen sich dariiber hinaus nicht-
kollabierend, also eine Bedingung der Form vol(g,) > v > 0 erfiillend, wihlen.

Wahrend bislang kein einziges Beispiel einer exotischen Sphare mit einer
Metrik positiver Schnittkriimmung bekannt ist, gibt es nach Arbeiten von Cheeger,
Herndndez, Nash, Poor und Wraith (vergleiche [Ch3], [He], [Nash], [Poor], [Wrl],
[Wr2]) andererseits viele exotische Sphéren, die Metriken mit positiver Ricci-
Kriimmung tragen. Insbesondere existiert (siehe [Wrl]) auf jeder 7-dimensionalen
exotischen Sphare eine Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-Krimmung.

Deshalb kommt der Frage, unter welchen Bedingungen differenzierbare Durch-
messer-Spharensatze fir Mannigfaltigkeiten positiver Ricci-Kriimmung gelten und
wann also Chengs maximaler Durchmesser-Spharensatz differenzierbar stabil ist,
besondere Bedeutung zu.
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Die diesbeziiglich optimistischste Hoffnung bestiinde darin zu erwarten, dafl
sich Perelmans Satz auch zu einer differenzierbaren Stabilitatsaussage verscharfen
liefBe.

Aufgrund der bisher in der Literatur existierenden Resultate war (siehe je-
doch den untenstehenden Satz) diesbeziiglich bislang nicht einmal klar, ob es auf
exotischen Spharen nicht Metriken geben konnte, die eine positive Ricci-Pinchings—
Bedingung der Form Ricc > m — 1, K < C erfiillen und deren Durchmesser von
7 beliebig wenig abweicht.

Erwahnt sei in diesem Zusammenhang auch, dafl bislang offen ist, ob es vierdi-
mensionale exotische Spharen gibt. Falls nur eine solche Sphare existiert, so lassen
sich durch iteriertes Bilden zusammenhangender Summen unendlich viele paar-
weise nichtdiffeomorphe exotische 4-Sphéaren konstruieren, und a priori konnte
somit eine unendliche Folge exotischer Spharen existieren, die eine positive Ricci-
Pinchings—Bedingung erfiillen und deren Durchmesser gegen den Durchmesser der
entsprechend gepinchten Standard-Sphare konvergiert. Die Existenz solcher Fol-
gen wird jedoch von Satz 4.4 ausgeschlossen.

Die bekannten differenzierbaren Durchmesser-Spharensatze fiir Mannigfaltig-
keiten mit positiver Ricci-Kriimmung stammen von Bessa ([Bes]), Otsu ([Ot2])
und Paeng (Pal], [Pa2]) und benutzen als wesentliche Voraussetzung sémtlich die
Annahme, dafl fiir die betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeiten uniforme
untere Schranken fiir deren Injektivitatsradii existieren.

Die Existenz solcher Schranken ist keineswegs offensichtlich. Doch nach Satz
5.6 existieren solche Schranken fiir einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeiten
mit endlicher zweiter Homotopiegruppe, die eine positive Ricci-Pinchings—Bedin-
gung erfiillen. Daraus ergibt sich das folgende Resultat, welches zeigt, daf§ bei
Vorhandensein einer oberen Kriimmungsschranke Chengs maximaler Durchmesser-

Spharensatz tatsichlich differenzierbar stabil ist:

5.16. Satz Fiir jedes m und jedes C' existiert eine nur von diesen Grofien
abhangende positive Konstante € = ¢(m,C') > 0, so daB fiir jede m-dimensionale
Mannigfaltigkeit M gilt:

Existiert auf M eine vollstandige Riemannsche Metrik mit Ricc>m —1, K < C
und Durchmesser > 7 — €, so ist M diffeomorph zur Standard-Sphare S™.
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Mit Satz 5.6 und Perelmans topologischem Durchmesser-Spharensatz ergibt
sich Satz 5.16 direkt aus Otsus, Paengs oder Bessas Ergebnissen. Geometrisch
instruktiver ist jedoch die folgende Beweisfithrung, die den relativen Volumen-
Vergleichssatz von Bishop und Gromov benutzt.

Beweis von Satz 5.16:

Trifft die im Satz behauptete Aussage nicht zu, so existiert in einer Dimension
m fir eine Zahl C eine Folge m-dimensionaler Riemannscher Mannigfaltigkeiten
(My,, gn)nen mit Ricc > m — 1 und K < C, deren Durchmesser fiir n — oo gegen
7 konvergieren, die aber samtlich nicht zur Standard-Sphare S™ diffeomorph sind.

Nach Perelmans topologischem Durchmesser-Sphérensatz (siehe oben) 148t
sich ohne Einschrankung annehmen, dafl jede der Mannigfaltigkeiten M,, eine exo-
tische Sphare ist und somit insbesondere verschwindende zweite Homotopiegruppe
besitzt.

Nach Satz 3.1 gibt es unter diesen exotischen Spharen nur endlich viele Dif-
feomorphietypen, und die Injektivitatsradii der M,, sind nach Satz 5.6 durch eine
nur von m und C abhéngende positive Konstante ig(m,C) von unten beschrénkt.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge 1a3t sich deshalb annehmen, daf§ die Mannig-
faltigkeiten M, fixierten Diffeomorphietyp besitzen und beziiglich des Lipschitz-
Abstandes fiir n — oo gegen eine zu den M,, diffeomorphe glatte Mannigfaltigkeit
M mit einer Metrik g der Holder-Klasse C1*® und Durchmesser 7 konvergieren
(vergleiche Satz 1.7).

Es ist leicht einzusehen (fiir allgemeinere Aussagen vergleiche [Yam 3], [CC2]),
daBl der Limes (M,g) beziiglich der einfach zusammmenhingenden Raumform
S™(1) der konstanten Schnittkriimmung 1 den relativen Volumen-Vergleichssatz
von Bishop-Gromov (siehe [G8] oder [Zhu]) erfiillt, und da (M,g) ferner den
Durchmesser 7 besitzt, folgt aus diesem, dal das Volumen von M mit dem Volu-
men der m—dimensionalen Einheitssphéare S (1) iibereinstimmt.

Daraus folgt, dafl (M, g) isometrisch ist zu S™(1).
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(Fiir ein anderes Argument fiir die Konvergenz der Volumina der Mannig-
faltigkeiten M,, gegen das Volumen von S™ (1) siehe [Bes]; die obige Isometrieaus-
sage ergibt sich auf andere Weise auch aus Yamaguchis differenzierbarem Volumen-
Sphérensatz fiir Lipschitz-Limiten (vergleiche [Yaml])).

Die Mannigfaltigkeiten M,, sind damit samtlich diffeomorph zur m-dimensio-
nalen Standard-Sphare. Diese Tatsache steht im Widerspruch zur urspringlichen
Annahme, und Satz 5.16 ist bewiesen. O

5.17. Bemerkung Aus Satz 5.16 ergibt sich insbesondere, daf} fiir jedes Beispiel
einer Mannigfaltigkeit mit Riemannschen Metriken, die die differenzierbare Sta-
bilitat von Chengs maximalem Durchmesser-Spharensatz verletzen, gelten muf,
daf die Schnittkrimmungen dieser Metriken keine uniforme obere Schranke be-

sitzen konnen.
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6. Endlichkeit und Bruckenraume

Dieser letzte Teil der vorliegenden Schrift diskutiert Endlichkeitsaspekte aus einer
allgemeineren und vereinheitlichenden Sichtweise und versteht sich als eine Art
Epilog von eher experimentellem Charakter. Entstanden ist die folgende Betrach-
tung aus Diskussionen mit Anton Petrunin tiber die Frage Karsten Groves, ob die
Elemente einer nichtkollabierenden Hausdorff-konvergenten Folge Riemannscher
m-Mannigfaltigkeiten mit von unten beschrankter Kriimmung und beschranktem
Durchmesser bis auf endlich viele Ausnahmen samtlich diffeomorph sein miissen.

Eine positive Antwort auf diese Frage wiirde beispielsweise folgende Ver-
scharfung des Durchmesser-Spharensatzes von Grove und Shiohama implizieren:
Jede Riemannsche m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > 1

und Durchmesser > 7/2 ist diffeomorph zu S™.

Fiir eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit M bezeichne M(M, 3,C) den
Raum aller Riemannschen Metriken g auf M, welche fiir einen gegebenen Satz

von Bedingungen 3 und eine gegebene reelle Zahl C' eine Ungleichung der Form
B(g) < C erfiillen.

Dabei seien die Bedingungen [ dergestalt beschaffen, dafl
1. M(M, B, C) prikompakt beziiglich des Gromov-Hausdorff-Abstandes ist, und

2. fir jede Riemannsche Metrik g auf M eine reelle Zahl C' existiert, so dafl g in
M(M, 3, C) enthalten ist.

Als Beispiele fiir diesbeziigliche Satze von Bedingungen seien genannt:
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p1 = maz{1/vol(g),diam(g), | K (g)|}
Ba = maz{diam(g), —Ricc(g)}

fs = maz{diam(g), |K(g)[}

s = maz{1/vol(g), diam(g), —K(g)}

Bs = max{1/vol(g),diam(g), —Ricc(g)}

Bildet man nun fiir festes C' > 0 den Gromov-Hausdorff-Abschlufi M (M, 3, C)
von M (M, 3,C) und definiert dann M (M, 3) als die Vereinigung der M (M, 3,C)
iber alle C' > 0, so erhalt man ein durch die Bedingungen (3 definiertes Objekt,
welches nicht von speziellen Werten der Konstanten C' abhangt, aber die Eigen-
schaft besitzt, dafl in ihm enthaltene metrische Raume auf kontrollierte Weise
durch Riemannsche Metriken auf M approximierbar sind:

Ist ein metrischer Raum (X, d) in M(M, 3) enthalten, so ist fiir eine Folge
Riemannscher Metriken g,, auf M der Raum X der Gromov-Hausdorff-Limes der
Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g, ), und die Metriken g,, erfiillen fiir ein
C > 0 uniforme Bedingungen ((g,) < C.

Definition Zwei kompakte glatte Mannigfaltigkeiten M und M’ werden beziiglich
eines Satzes von Bedingungen 3 mit den oben angegebenen Eigenschaften (1) und
(2) als (8-) benachbart bezeichnet, falls der Durchschnitt M(M, 3) N M(M', 3)

nicht leer ist.

Ein metrischer Raum X € M(M,B3) N M(M',8) wird in diesem Fall (3-)
Briickenraum von M und M' genannt.

Als Illustration dieser Konzepte seien folgende Beispiele aufgefiihrt:
e Jeder Aloff-Wallach-Raum M = M, lafit sich bei beschrankter Krimmung
und beschrianktem Durchmesser zu X = SU(3)/T? kollabieren.

Also sind je zwei Aloff-Wallach-Rdume (3-benachbart, und SU(3)/T? ist ein
(B3-Briickenraum fir samtliche Aloff-Wallach-Raume.
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e Es gibt keine (3;-Briickenraume, denn nach Gromovs Konvergenzsatz sind (3;-
benachbarte Mannigfaltigkeiten diffeomorph.

e Fir die Klasse kompakter einfach zusammenhangender Mannigfaltigkeiten

mit endlicher zweiter Homotopiegruppe, deren Dimension durch eine endliche
Konstante von oben beschrankt ist, kann jeder metrische Raum nur als fs-
Briickenraum fiir endlich viele solcher Mannigfaltigkeiten auftreten.
Denn ist X ein f3-Briickenraum fiir kompakte einfach zusammenhéangende
Mannigfaltigkeiten M und M’ mit endlicher zweiter Homotopiegruppe und
(nicht notwendig gleicher) Dimension < D < oo, so gibt es nach dem Beweis
von Satz 3.1 nur endlich viele Moglichkeiten fiir den Diffeomorphietyp von M
und M’.

Der Briickenraum-Formalismus (re)produziert alte und neue Fragen, zum Beispiel:

e (Grove; vergleiche [GrW]) Ist es fiir zwei nichtdiffeomorphe kompakte glatte
Mannigfaltigkeiten unmoglich, B4-benachbart zu sein?

e Es seien M und M’ kompakte glatte Mannigfaltigkeiten mit nichtisomorphen
Fundamentalgruppen. Koénnen M und M’ (5-benachbart sein?

e Welche Geometrie besitzen 3-Briickenraume?
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